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Infroducciodn
PENSA,MIENTO
MATEMATICO Il

Vivimos en un mundo en constante transformacion. El Sol se eleva cada
dia siguiendo trayectorias milenarias, el corazén humano late con un ritmo
ajustado a la vida, y los teléfonos inteligentes responden en milisegundos a
nuestros gestos. Todos estos fendmenos, tan distintos entre si, tienen algo
en comun: cambian con el tiempo, y para comprenderlos necesitamos una
herramienta capaz de analizar ese cambio. Esa herramienta es el caleulo
diferencial.

Este libro ha sido cuidadosamente disefiado para acompanarte en una
travesia intelectual profunda y significativa por les fundamentos del célculo.
Aqui no memorizaras férmulas sin sentido ni resolveras problemas aislados.
Por el contrario, exploraras ideas poderosas que han cambiado |a historia
de la humanidad, entenderas cémo modelar fenémenos reales y adquiriras
habilidades para razonar cientificamente y tomar‘decisiones informadas.

.Qué vas a encontrar en estas paginas? El libro se estructura en torno a
progresiones de aprendizaje; lo que sighifica que cada nuevo concepto
se construye sobre los conocimientos previos, con actividades, ejemplos,

ejercicios, exploraciones graficas yreflexiones que estimulan el pensamiento
critico.

Cada progresién.contiene: _

» Enganchar: una situacion, interesante, una paradoja, una pregunta o una
historia que despierta |a curiosidad y conecta el tema con tu vida.

e Expleorar: actividades intuitivas o experimentales para descubrir los
conceptos.antes de formalizarlos, desarrollando un aprendizaje activo.

. 'Expllcar el moemento en el que aterrizamos los conceptos con claridad,
precision y ejemplos bien guiades, con ilustraciones y multiples formas de
representacion (graficas, simbdlicas, verbales y numéricas).

o Elaborar: una serie de ejercicios, problemas contextualizados, actividades
colaborativas o de modelacion que llevan al dominio de la idea.

» Evaluar: preguntas de opcién multiple, retos, autoevaluacionesy actividades

finales para que puedas verificar tu aprendizaje y fortalecerlo.




Ademas, a lo largo del libro encontraras:

Cépsulas de la Nueva Escuela Mexicana, que vinculan tu aprendizaje con
el entorno, la ciudadania responsable y el desarrollo de habilidades para la
vida.

(Sabias que...?, con datos curiosos, histéricos o tecnolégicos que muestran
cémo el calculo estd en todas partes: desde la fisicathasta la medicina,
desde la economia hasta la inteligencia artificial.

Ejemplos resueltos paso a paso, para que puedas seguir el razopamiento
con claridad.

Problemas de modelado real, con contextos como la empresa Ruelas CORP,
el disefio de puentes, la biclogia, el mevimiento de cuerpos celestes o |a
eficiencia energética.

Aprender calculo... ;jpara qué? El célculo noe es una meta, sino una
herramienta. Una forma de pensar, de meodelar, de prever. Entender los
limites nos ensefia a ver el compertamiento de algo en los momentos
cruciales. Las derivadas.nos permiten saber con qué velocidad cambia
algo, como optimizar recursos, minimizar costos o predecir tendencias. Las
aplicaciones van desde el disefio de medicamentos hasta el desarrollo de
algoritmos para inteligencia artificial.

Pero mas allad de su utilidad técnica, este libro busca que te apropies del
calculo come una forma de mirar el mundo con ojos méas agudos, con
pensamiento analitico, con apertura a la complejidad, y con la capacidad
de construir soluciones matematicamente sélidas.

Un libro vive, Este libro estd pensado como una herramienta flexible. Puedes
usarlo en clase o en casa, individualmente o en equipo, con calculadora o a
mano. Puedes subrayarlo, comentarlo, criticarlo, cuestionarlo. ¥ sobre todo:
puedes hacerlo tuyo. Cada progresién no solo es un tema de céleculo, sino
una oportunidad para entender, explorar, aplicar y transformar.

Te invitamos a embarcarte en esta aventura con mente abierta, curiosidad
despierta y |apiz en mano. El célculo esta por todas partes.

Sh=
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PRINCIPIOS DELA  NEM_

) NUEVA ESCUELA MEXICANA  MccEMs

*_ FOMENTAR LA

IDENTIDAD CON MEXICO
.' 1) \\5]1 Favorece el amor a la patria, el aprecio de
U= . la cultura, historia y valores de nuestro
pats, respetando la diversidad cultural y de
% pensamiento.

RESPONSABILIDAD
_C_'_U'ADANA

< <. » PARTICIPACION

i S\ i i
- \ ] .‘\ '2 EN LA TRANSFORMACION
(LYY  DE LA SOCIEDAD
\ \ "] Trabajar de manera conjunta con los
3 miembros de la comunidady no sélo de
la manera individual para la resolucion de
— problemas comunes.

RESPETO A LA T 6

DIGNIDAD HUMANA (‘,"‘"‘\l 1£5 ‘\.\ INTERCULTURALIDAD
Respetar, ejercer y promover los derechos [ I . Fomentar el reconocimiento, respeto
humanos. ~\ b - yaprecio por la diversidad cultural y

' lingilistica que existe en nuestro pafs.

8

RESPETO A LA
NATURALEZA

Incentivar la canciencia; el conocimiento, la
protecciony conservacion del entorno.
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CURRICULUM FUNDAMENTAL

Recursos Sociocognitivos: Areas de Conocimiento:

* |engua y comunicacion * Ciencias naturales,

* Pensamiento matematico experimentales y

s  Conciencia histérica tecnologia _

* Cultura digital ® Ciencias sociales
Humanidades

CURRICULUM AMPLIADO

Recursos Socioemocionales Ambitos de la Formacién

* Responsabilidad social Socioemocional

» Cuidado fisico corporal * Practica y colaboracién

* Bienestar emocional ciudadana

afectivo Educacidn integral en

sexualidad y género
Actividades fisicas y
deportivas
Actividades artisticas y
culturales
Educacion para la salud

Categorias, subcategorias, conceptos centrales y transversales
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iBienvenidos a bordo a nuestra
experiencia de aprendizajel

En esta emocionante travesia, hemos
disefiado una secuencia diddctica que
equipara el proceso de ensefianza-
aprendizaje con un viaje inclvidable.
Al igual que en cualquier paseo, nuestro
recorrido educative consta de tres
momentos fundamentales:

la fase de inicic "SALIDA"
La fase de desarrollo “TRAVESIA”

La fase de cierre “META"

8 Principies de la Nueva Escuela Mexicana

1 SALIDA

({INICIO)

MOMENTO

Es la seccién en la que nos alistamos
para comenzar nuestro vigje educafivo.
Identificamos la progresiény comprendemeos
sus componentes.

Equipaje de mano
Metas

‘Categerias
Subcategorias

Las 5Erepresentan cinco fases clave enel proceso
de aprendizaje.

Enganchar




MAPA DEL APRENDIZAIJE

TRAVESIA

(DESARROLLO)

3 META

(CIERRE)

MOMENTO

MOMENTO

Aqui nos profundizamos en el corazén de la Es el momento de finalizar nuestro pasee educative
ensefanza y el aprendizaje. Esta fase es el y asegurarnos de que todos los aprendizajes se
nucleo de nuestro recorrido educative, donde conscliden. Aqui reflexiona ; sobre lo aprendido,

exploramos conceptos, practicamos habilidades evaluamos nuestro progreso y nos preparamos para
¥y nos sumergimos en el conocimiento. futuras aventuras educativas.

Explorar Eva luar

PRACTICA Y

EDUCACION NTEGRAL
N SEXLL ¢ GENERO

BIENESTAR

EMOC MNAL AFECT WO

RESPONSAEILIDAD
L

Ambitos de la Formacion Socioemocional

{ CULTURALES

-
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£ serie Expedicion, disehada para el subsistema Conalep, sigue el
modelo de las 5E: Enganchar, Explorar, Explicar, Elaborar y Evaluar, con
base en los 8 principios de la Nueva Escuela Mexicana.
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~ La estructura metodolégica se compone de tres fases: la ‘salida” es el
. inicio, la ‘travesia’ es el desarrollo, y la ‘'meta’ es el cierre.




UNIDAD DE
APRENDIZAJE

p?&si"l':q de la unidad
‘. |QS fur’rdamenm

36 h@ras

funciones para expresar el
compeortamiento.de situaciones y
fenémenos. 24 horas
s ra

3

RESULTADO DE APRENDIZAJE
1 .1

\enos cotndianas donda el cambio esta presente.

12 horas

. Genera intuicio ptos come variacion promedio, variacion instantanea, procesos infinitos y

movimiente : a revis las contribuciones que desde la filosofia y la matematica hicieron
algunas 50Na] cos en la construccidn de ideas centrales para el crigen del calculo.
(Cz2M 1)

. Analiza de manera intuitiva algunos de los problemas que dieron origen al calcule diferencial, en
particular el problema de determinar la recta tangente a una curva en un punto dade. (C3M1, C4M1)



3. Revisa situaciones y fendmenos donde el cambio es parte central en su estudio, con la finalidad de
modelarlos aplicando algunos conocimientos basicos de funcicnes reales de variable real y las
operaciones basicas entre ellas. (C3M1)

Categoria:
*  C2Sclucién de problemas y modelacién
e (O3 Interacdon v lenguaje matematico
Subcategoria:
e 52 lUso de modelos P
Mata de aprendizaje:
o M2 Selecciona un modslo matematico por la pertinencia de sus varables y re\acmjﬂes para expﬁ%&i tns,
situacion, fenomeno o resolver un problema tanto tecdrico como de su contexto.

4. Analiza la gréfica de funciones de variable real buscando simetrias, y revisa concept&%fﬁ?c%ﬁﬁﬁimdad:
crecimiento, decrecimiento, maximos y minimos relatives, concavidades, entre @gros resaéb‘am&p la
impertancia de éstos en la modelacién y el estudio matematico. (C3M1) -

Categoria:
o (2 50lucion de problemas y modelacion
Subcategorfa:
e 52 Usode modelos
Metas de aprendizaje:
o M2 Selseciona un modelo matematico por la pertinencia d%
situacion, fendmero o resolver un problema tanto teorloo com@%?&%@onte&%@a B

nto intuitivos como formales tales como observar, intuir,
n y obtener conclusiones de problemas (matematicos,

de las ciencias naturales emp&' m
Modela y propone soluaoné& a pi
técnicas matematicas
Explica el planteam,’" to de

ACTIVIDAD DE EVALUACION

“T"W 1 Elabora una linea del tiempo representando los eventos histéricos del origen
del céleulo diferencial.

EVIDENCIA A RECOPILAR PONDERACION

Linea del tiempo 10 %




Evaluacion Diagnostica

A. Lee y responde las siguientes preguntas.

1. ¢Cuél es el resultado de la expresion (2x- 3)+(4x + 5)

a) 6x + 86 b) 6x+ 2 o) 2x-82 d) 4x + 24
2. La factorizacion de x2- 9 es:

a) (x-9)(x+9) b) (x-3)(x+3) Q) (x-3)? d) No se puede factorizar

3. ;Cual de las siguientes expresiones es equivalente a (x + 2)(x- 2)?

ayxi+4 b) x%-4 o x2-2x dix24+2x+4

4. Sise tiene la ecuacion 2x-5=3x+ 1, ;cudl es el valor de x?

ax=-6 b)x=6 dx=-3 dx=3

5. ;Cuél de los siguientes es el valor de x en la ecuacion x 2= 257

aAx=5 b) x=-5 C) x =15 dx=0

6. Si la ecuacién de una funcién esy= 3x- 2, jqué tipo de funcion es?

a) Lineal b) Cuadratica ¢) Exponencial o) Racional

7. Si en una funcidn, cada valer de x tiene dos valores de y, entonces:

a) Es una funcién valida b) No es una funcién

©) Se trata de una funcién cuadrética d) Se trata de una funcién par

8. ;Qué indica el coeficiente de x en la funcién lineal y= mx + 47

a) El punto donde la gréfica corta el eje y b) La pendiente de la recta

) El valor de la variable independiente d) No tiene ningun significado



9. Un estudiante compra x cuadernos a $25 cada uno y un lapiz que cuesta $10. ;Cual expresion
representa el costo total?

a) 25x+ 10 b) 10x+25 ©) 35x d) 25+x+10

10. ;Cuél de las siguientes afirmaciones es verdadera sobre el nimero n?
a) Es un nimero racional b) Tiene un valor exacto

) Su desarrollo decimal es infinito y no periédico d) Es menor que 3

11. Un rectédngulo tiene un largo de 2x+ 3 y un ancho de x- 1. ;Cual es |a expresion que representa
su area?

a) 2x2-x-3 b)2x*+x-3 0 2x%-x+3 di 2x?+ x4+ 3

12. ;Cual de los siguientes conjuntos contiene Unicamente nimeros irracionales?

a) {25} b) {mV2,e} d {¥16,-3,0.5} d) {3.14,22/7m}

13. Si la funcién £(x) esta definida como f(x) =x?-4x + 3, jcual de los siguientes valores hace que
£(x) =07

Ae=3wm=1 b)x=-3,x=-1 Ox=4,x=2 dx=0x=-4

14. Si la ecuacion de una recta es y=-2x + 5, su pendiente es:

a) -2 b) 5 Q) 2 d -5

15. En una tienda, el costo total de comprar x camisetas a $120 cada una se expresa como:

a) 120+ x b) 120x 0 120x + 1 d) 120-x

16. Un nimero elevado a la potencia cero es siempre igual a:

a0 b1 o -1 d) Depende del numero

17 Si se tienen dos nimeros x y y que cumplen x+ y=10y x- y= 2, jcual es el valor de x?

ax=4 bx=6 dx=5 dx=8



Progresion de

Introduccion al calculo a traveés aprendizaje
de la historia y la filosofia

Equipaje de mano

Generar intuicién sobre conceptos como variacién promedio, variacién SALIDA
instantanea, procesos infinitos y movimiento a través de la revisién de las

contribuciones que desde la filosofia y la matematica hicieron algunas y
algunos personajes histéricos en la construccién de ideas centrales para
el origen del calculo.

(]

|-

SJ]_E . ENGANCHAR A. Reflexionen sobre las siguientes preguntas y dlscutanlaa ‘en equipos.

g@ Contesten en su cuaderno.

-\
1. ¢Cémo podemos medir el cambio en algiin fenémene fisico, como el movimiento de un auto
o el crecimiento de una planta?
2. Sidivides un hilo en mitades una y otra vez, ; habra un momento en que ya no puedas dividirlo
mas o podriamos seguir infinitamente? ;Sucede h: mls | mundo matematico?
3. ¢Puede existir algo infinito en el mundo fisico o solo

TRAVESIA Si te colocas entre des espejos frente a frente, observaras una secuencia de
) ,reﬂejas que parecen extenderse sin fin.

, Obsew" ‘cuantas veces se repite tu imagen en los reflejos. Luego, coloca una
pluma u otro objeto pequefo entre los espejos y cuenta cudntas veces aparece
_réﬂe;ada

EXPLORAR : Contesta en tu cuaderno:
/ . i Por qué los reflejos parecen repetirse al infinito?

¢ Existe un limite para esta repeticién?
Si cada reflejo es mas tenue que el anterier,

¢ podemos decir que, en alglin momento, el reflejo
desaparece?

Matematicamente,

;como se relaciona este fendmeno con la idea del
infinito?

:Un nimero puede "desvanecerse” como los
reflejos en un espejo?

:Crees que el infinito es una realidad fisica o sélo
una construccién de la mente humana?




Unidad 1

Progresién 1

;SABLAS QUE..2

El simbolo del infinito (=), conocido como lemmniscata, fue
introducido en el siglo XVIL por el matematico John Wallis. Su
forma proviene de la lemniscata de Bernoulli, una curva con
propiedades fascinantes que simboliza un proceso sin fin.

1.a Nueva FscuelaMexicana promueveeldesa
critico a través del andlisis de fendémenos n
estudiar la variaciéon y el cambio en ¢ nl
crecimiento de un arbol o 1a veloc
comprenden coémo las matemadti
contribuyen a la solucién de proble

Desde tiempos inmemoriales, la humanidad ha intentado comprender y describir
“‘fE los fenémenos que la rodean. La trayectoria de un objeto en movimiento, el
@ e £ DAL recimiento de una poblacién, la propagacién de una enfermedad, o el flujo de un
rio, son procesos que, aunque diversos en su esencia, comparten una caracteristica

fundamental; cambian con el tiempo o con respecto a otras variables.

Funciones

Para entender estos cambios, los matematicos desarrollaron las “funciones”; herramientas que permiten modelar
situaciones del mundo real.

Una funcién es una regla que establece una relacién y asigna a cada elemento de un conjunto de entrada
(denominado deminio) un Gnico-elemento en un conjunto de salida (rango). Gracias a ellas, podemos predecir
comportamientos, hacer caleulos precisos y descubrir patrones ocultos en la naturaleza. Cuando se representan
graficamente, las funciones nos muestran cémo una cantidad varia con respecto a otra, permitiéndonos analizar
tendencias, identificar puntes clave y calcular tasas de cambio.

Por ejemplo, los arboles crecen a diferentes ritmos dependiendo de factores como la especie, el clima y la
disponibilidad de recursos. Para modelar este crecimiento, podemos utilizar una funcién matematica que nos
ayude a predecir la variacion de la altura en funcién del tiempo.

Supongamos que la altura de un arbol en metros, después de tafos, esta dada por
la siguiente funcién:

A(t) =052+ 08t +1

donde:

* A (t)representa la altura del arbol en metros.

* teselnimerode afios desde que el arbol comenzdé
a crecer.




Pensamiento matematico Il

;Cuadl esla altura del &rbol en el aho 1,2,3 y 47

Cuando t=1 aho
R(£) =05t +08t+1

r(1) = 0.5(1)% + 0.8(1) + 1
r(1)=23m

Cuando t= 2 afio

h(t) = 0562+ 08t + 1
h(2) =05(2)>+08(2)+ 1

h2)=46m

Cuando ¢t =3 afio
h(t) = 05624+ 08t + 1

h(3) = 0.5(3)2 4+ 0.8(3) + 1

Cuando ¢t =4 afio
h(t) = 0.5¢% +#0.8t +1
h(4) =0.5(4)* + 0.8(4) + 1

h(3)=79m h(4) =12.2m
i [q.u}lwf b II i i :
i «°
Resultados en una tabla y en una gréfica: e 6
i
Tiempo (aho) 1 2 3 4 é 6
Altura(m) | 23 | 46 | 7.9 | 12.2 & :

Cuando observamos el crecimiento del arbol, podemos

8 10
- Tiempo (afic)

analizarlo desde dos perspectivas: la variacién promedio,

que mide el cambio en un intervalo de tiempo, y la variacién instantéanea, que nos dice cémo estd cambiando en

un momento preciso.

Variacion promedio

La variacion promedic del crecimiento entre dos puntos,
como B y C, nos dice cuantc ha crecido el arbol en ese
intervalo de tiempo, sin importar si en algunos momentos
crecié mas rapide o més lento. Es un valor general que
nos permite entender el cambio total a lo largo del
periodo, pero no nos da detalles sobre cémo ocurrié ese
cambio en cada instante.

Variacion instantanea

Nos dice qué tan rapido esta creciendo el arbol en
un momento exacto. Se calcula considerando un
intervalo de tiempo extremadamente pequefio, lo
que nos permite ver el crecimiento en ese preciso
instante. Mientras que la variacién promedioc es una
forma de resumir el cambio en un periodo, la variacién
instantanea nos muestra cémo ese cambio ocurre en
tiempo real.

v

La variacién instantdnea, busca capturar el cambic en
(donde el tiempo tiende a cero). Se expresa a través del
de cambio en un instante infinitamente pequefic.

un punto especifico, alli donde el tiempo se congela
concepto matematico de limite, que nos indica la razén




Unidad 1 o e e

Progresién 1

Incrementos decrementos y tasas de cambio

El incremento ya sea positivo o negativo (decremento) representa el cambio
en una cantidad cuando ésta pasa de un valor inicial a uno final. Se denota
con la letra griega Ay se calcula restando el valor final del inicial: 2

Ax = x, — %3

La tasa de cambio nos permite saber con qué rapidez varfa una
cantidad en relacién con otra. Se obtiene dividiendo el incremento
en la variable dependiente (Ay) entre el incremento en la variable
independiente (Ax ):

Yor— ¥a
X2 — X%

. Ay
Tasa de cambio = — =
Ax

El incremento y la tasa de cambio nos permiten comprender y medir la transformacién de nuestro mundo. Uno
nos dice cudnto cambia una cantidad, mientras que el otro nog indica a qué ritmo ocurre ese cambio. Pero
cuando llevamos estos conceptos al extremo y analizamos lo que sucede en un instante infinitamente pequefio,
nos adentramos en el terreno del caleulo.

Ejemplo: El precio de la gasolina varié de la siguienteimanera durante el afic.

\
Enero 2024 $ 22320
Marzo 2024 $ 23.950
Diciembre 2024 § 23.850
2 de enero 2025 $ 24.065
9 de enero 2025 $ 24.230
15 de febrero 2025 § 24.269
\. ' - y,

Caleula el incremento en el precio de la gasolina Magna desde enero de 2024 hasta 15 de febrero de 2025.

1. Caleular el incremento de precic (AP):
AP = 24269 MXN — 22.320 MXN = 1.949 MXN

2. Calcular el intervalo de tiempo (At):
Del 2 de enero al 15 de febrero hay 44 dias.
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3. Calcular la tasa de cambio promedio:

0.204 MXN MXN
Tasa de cambic = ———— = 0.00464
44 dias dias

Esto significa que, en promedio, el precio de la gasolina Magna aumentd aproximadamente 0.00464 pesos por
litro cada dia durante este periodo.

El concepto de incremento nos permite medir el cambio en una funcién cuando pasamos de un valer inicial
a otro. En términos generales, se expresa como la diferencia entre los valores finales e iniciales de la variable
independiente Ax y de la variable dependiente Ay.

Ax = %3 — x4 Ay =y, —yq

Este incremento puede ser positivo cuando la funcién aumenta, o negativo si la funcién disminuye.

Dado que en matematicas analizamos funciones y = £ (x), podemos expresar el incremento de la funcién en
términos de evaluacion:

Ay = flx2) = fx1)
Si sustituimos x, con su expresion en términos del incremento:

Ay = f(x + Ax) — f(x1)

Ejemplo 1: Cudnto aumenta la funcién cuando incrementa su valorde x=2ax= 2.5

f(x)=2x*+3x -5

Si x =2 y el incremento en x es Ax = 0.5, calculamos el incremento en y:

Paso 1: Evaluar f(x + Ax)
f(2+05)=2(240.5)?+3(2+05)—5
f(2.5)=2(625)+75-5
62,5 NElE
Paso 2: Evaluar f(x)enx =2
B62E 2(2)° +3(2) — 5
f@2)=9

Paso 3: Calcular el incremento Ay

Ay =f(25) - f()=15-9=6

Esto significa que cuando x pasa de 2 a 2.5, la funcién aumenta en 6 unidades.

El incremento nos dice cuanto cambié una funcién en un intervalo dado, pero la tasa de cambio nos indica qué
tan rapido se produce ese cambio:

Ay flc+Ax) = f()
Ax Ax
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Ejemplo dos: Calcula la tasa de cambio promedio de la funcién

fl)=

Solucién: calculamos por partes la siguiente operacién.

3x241

x

six="5 y el incremento es de Ax =0.3.

Evaluamos la funcién f(x + Ax):

3(5+03)%+1

f(5+03) =—————=1608
Evaluamos la funcién f(x):
_ BT
f(5) = NCEE 15.2

Sustituimos en la férmula de tasa de cambio:

Ay flx+Ax)—f(x) 16.08—-15.2 o e
Ax Ax B 0.3 e

Procesos infinitos

Para entender mejor esto imagina que comienzas con un triangule dibujado en una hoja, observa cémo evoluciona
su forma y su perimetro en cada paso:

Division en mltades‘51 tu maestro te pidiera dividir cada lado del tridngulo a la mitad y luego construir una nueva
figura siguiendo esta estructura, ; Cémo cambiarfa su perimetro? Témate un momento para analizarlo. (Figura B)

Division en*té&iﬁ@ﬁ; Ahora, si en lugar de mitades, dividimos cada lado en tres partes iguales y en cada seccién
central agregamos L;;;thriéngulo equilatero dirigido hacia afuera, observa nuevamente cémo el perimetro ha
aumentado. (Figura €)

‘Repeticion del proceso: Si repetimos el mismo procedimiento, es decir, dividimos cada lado en tres partes
iguales y agregamos un nuevo triangulo en cada segmento central, la figura contintia transformandose. ;Cémo
cambia el perimetro ahora? (Figura [)

Iteracion infinita: Si seguimos repitiendo este proceso indefinidamente, dividiendo en tres partes iguales y
agregando nuevos tridngulos en cada tercio medio, el perimetro sigue creciendo en cada paso. ;Podemos
decir que este crecimiento es infinito? ;Cual crees que sera la forma final de la figura si el proceso continla
infinitamente? (Figura E)

Al final tendriamos una figura de perimetro infinito en una hoja finita.
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Desde la antigliedad, los matematicos y filésofos han intentado comprender el cambio y el infinito. Los procesos
infinitos llevaron a la necesidad de definir limites, ya que estos permiten calcular valores precisos en situaciones
donde la repeticién de pasos infinitamente pequefios converge hacia un resultado finito.

Uno de los primeros problemas matematicos que
evidencié esta necesidad fue la paradoja de Aquiles y
la tortuga, planteada por Zenén de Elea en el siglo V
a.C. Segln Zendn, si Aquiles da ventaja a una tortuga
en una carrera, cuando llegue a su punto de partida, la
tortuga habra avanzado un poco mas. Este proceso se
repite infinitamente, lo que sugiere que Aquiles nunca
la alcanzarad. Matematicamente, la paradoja parece
indicar que una suma infinita de distancias impide el
movimiento, pero el desarrollo del calculo mostré
que esta sucesion infinita puede tener una suma finita
mediante el concepte de limite.

Otro ejemplo clave es el método de exhaucién de Arguimedes, quien aproximé el érea de un circulo utilizando
poligones de cada vez maés lados. A medida gue el nimero de lados del poligono aumentaba, la figura se
asemejaba mas al circulo, pero sin llegar a serlo. Este proceso anticips la idea moderna de limite, donde un valor
puede aproximarse indefinidamente sin alcanzarse exactamente.

Newton v Leibniz creadores del Calculo Diferencial: Si bien muchos matematicos hicieron contribuciones
fundamentales, el calculo diferencial e integral fue desarrollado y formalizado en el siglo XVII por Isaac Newton
(1643-1727) y Gottfried Leibniz (1646-1716). Ambos trabajaron de manera independiente para desarrollar el
calculo.

= Newton, influenciado por los estudios de Galileo y Kepler, utilizd
el caleulo para describir el movimiento de los cuerpos y formulé
sus famosas leyes de la mecanica y la gravitacién universal.

* Leibniz, por su parte, introdujo la notacién matematica del

caleulo, incluyendo los simbolos que hoy utilizamos, como la

integral [ y la derivada &*

dy




B. Evalua las siguientes funciones en los puntos indicados.

f(x) =2x%* + 7x + 3 Bvaltaen f(—3) f(x) = 5x% + 3x% — 2x Evaltia en £(2)

Unidad 1 el i

Progresién 1

C. EvalGa en tu cuaderno las siguientes funciones. Coloca los resultados Gnicamente.

fe}=4x3—-2x2+5x —7 Evalla £(3)
gx)=7x*—3x34+2x2— 6x+1 Evalta g{(-2)
Ax}=2x5—5x*+3x3—-8Bx2+x —4 Evalda (1)
pPx)=6x¢—4x5+x3—7x24+2x+9 Evalia p(-1)
gx)=—3x7+2x5—4x3+6x?—2x+5 Evalia q(2)
rx})=8x*-3x3+x2—6x+11 Evalda r(-3)
S(x)=5x5—7x*+3x3—2x+8 Evalia s(0)
fx)=—2x¢+4x5-3x%+5x7—x?+ 7x —2 Evalua £(1)
x)=9x7-5x64+2x4—8x3+4x -3 Evalla u(2)
vx)=10x5-3x*+7x3 2x? } x 5 Evalda p(-2)
g{x) =%x3 —4yx +5 Evalda g(4)

7 Bx® z 4 .
g(x) = 9x3 —T+x—4—-8x3 +E~3 Evalia g(1)

D: Resuelve las siguientes evaluaciones de funciones con sustitucién algebraica.

Evalda la ecuacién f(x) =x3+7x —2 enel punto f(a+ h):

Solucién:

Para este caso f(a + b),sustituye "a+ 5" en todos los lugares donde aparezca

fla+b)=(a+b)® +7(a+hb)-2

Recuerde que el binomio al cubo se resuelve.(a + b)* = a® + 3a?h + 3ab* + b*

fla+h)=a®+ b*+3a?bh+3ab’+7a+7h-2




Pensamiento matematico Il

g{x) = x* —5x% —4x + 2 Evalia g(—a)

g{x) = x* — 5x2 — 4x + 2 Evalta g(a — h)

f(x) =x%—3x+ 2 Evalda f(a+h)

f{x) =+vx2 —1 Evalia M

f(x) =x*—3x+ 2 Evalda en f(a +b) — f(a)

E. Determina el incremento de las siguientes funciones en tu cuaderno y anota los resultados:
Ay = f(x+ Ax) - f(x)

X2 3

xZ—a . 7
f(x):_43|x=1yAx=2 f(x;)_:xg—%lx x:;szl
i T e T X

]| :
) ¥ThA =3 O sooiz

F. Determina la tasa de cambio en tu cuaderno y anota los resultados:

Ay flx+Ax) = f(0)
Ax Ax

X

o
fl) === gix=2 Av=03 1x)= A=At

. 1 5 , i i -
Sea la funcién h(t) = ;tz + Zt + 1 que describe la altura de un arbol (en metros) después de ¢ afios.

a) EvalGa la funcién en t=0,1,2,5.

b) ;Cuél es el incremento de la altura del arbol entre los afios t=2y t=5?

¢) iCudl es la tasa de cambio promedioc entre t=2y t=57




Unidad 1 o e e

Progresién 1

G. Con los conocimientos adquiridos
en esta progresion, responde a
las siguientes preguntas.

- EVALUAR

1. ¢Cémo se relaciona la variacién promedio con 4. Sila funcién que describe la altura de unérbol

la manera en que percibimos el cambio en el es h(f) = 2t?4 3t+ 1 ;Cuadl es |a altura del arbol
mundo fisico? cuando t=37
a) Nos permite conocer cémo cambia algo en cada a) 20 b) 25 o) 28 d) 32

instante exacto.
b) Nos ayuda a resumir el cambio total en un 5. Dado que el precio de la gasolina en enero

intervalo sin importar sus variaciones internas. era de $22.50 y en marzo subié a $24.30,
¢ Es una herramienta matematica sin aplicaciones ;cual fue el incremento?
en la vida real.
d) Nos dice céme varia una cantidad a una escala a)$1.50° b)$1.80 0 $2.00 d)$2.30

infinitamente pequefa.
6. Dada la funcionf(x) = 3x?- 4x + 5 ;Cual es el

2. Los filésofos y matemaéticos antiguos incremento en f(x) cuando x pasa de Z2a 47
enfrentaron dificultades al tratar de definir el
movimiento de un objeto en un solo instante. a) 12 b) 16 d 28 d 20
:Qué idea permitié resolver este problema en
sticas? iz
las matematicas? 7. Dada la funcién g (x)=5x*+ 3x. Calcula la tasa

N ) de cambio promedio entre x=2y x=4.
a) La nocién de que los nimeros pueden ser

infinitamente pequefios y sumarse para describir a) 6.5 b) 33 d 8.5 d)9.5
el cambio.
b) La teorfa de los nlimeres primos de Euclides. .
d La idea de que el movimiento sélo ocurre en Flviaje por la historia y filosofia del
intervalos grandes y no en un solo instante. célculo llega a su fin, pero el tuyo
d) La ley de la gravedad de Newton. apenas comienza. Sigue explorando,
_ cuestionando y resolviendo, porque en el
3. Zendn de Elea planted la paradoja de Aquiles estudio del calculo encontrards infinitas
y la tortuga, en la que Aquiles nunca alcanzaria pos'ib'i'lid_ades

a la tortuga debido a la divisién infinita del
espacio yel tiempo. ;Cémo resolvié el célculo
moderno esta paradoja?

a) Demostré que la suma infinita de distancias
puede converger a un valor finito mediante el
‘concepto de limite.

b) Propuso que Aquiles nunca podré alcanzar a la
tortuga porque siempre quedaré una distancia
infinita.

©) Usé la teoria de conjuntos para definir el infinito
como una cantidad exacta.

d) Introdujo la idea de velocidad constante para
negar la existencia del infinito.

{4
|

|PRsviiand
s §

*
»




Progresion de

El problema de la tangente y los dblendiftje
origenes del cdlculo diferencial

Equipaje de mano

Analizar de manera intuitiva algunos de los problemas que dieron origen SALIDA
al calculo diferencial, en particular el problema de determinar la recta (I
tangente a una curva en un punto dado.

ENGANCHAR A. Reflexionen sobre las siguientes preguntas en equipos.

1. Si lanzas una pelota al aire, ;puedes saber exactamente qué tan rapido se mueve en un instante
preciso?

2. ¢Cémo crees que los matematicos de la antigliedad lograban calcular el area de figuras irregulares
antes de que existieran formulas precisas?

3. Siun virus se propaga rapidamente en una poblacién, pero su ritmo de contagio cambia cada dia,
propaga rap P P g
ccomo podriamos predecir la velocidad de propagacion en un momento especifico?

Enlasiguiente animacién podran manipular un puntoen la
grafica de una funcién y observar cdmo una recta secante
(que corta a la curva en dos puntos) se transforma en una
recta tangente cuando los puntos estan extremadamente
cerca. Accedan ala herramienta interactiva de GeoGebra
en la siguiente direccién:

EXPLORAR

E. Despues de explorar la animacion, respondan las siguientes preguntas en
sus cuadernos.

1. ¢Qué diferencia observaron entre una recta secante y una recta tangente?

2. ;Cémo cambia la inclinacién de la recta secante cuando los puntos se
acercan




El céleulo diferencial surgié como respuesta a varios problemas matematicos y
cientificos fundamentales que no podian resolverse con los métodos tradicionales.

Entre los més importantes destacan:

El problema de la tangente: Los matematicos se preguntaban
codmo encontrar la pendiente de una curva en un punto especifico.
Si bien era facil calcular la pendiente de una recta, determinar la
inclinacidén en una curva requeria un nuevo enfogque matematico.

El problema de la velocidad instantanea: Saber con exactitud
la velocidad de un objeto en un instante preciso. Por ejemplo, si
un cuerpo en movimiento acelera o desacelera, jcomo podemos
conocer su velocidad en un momento determinado sin considerar

intervalos de tiempao grandes?

El problema del area bajo una curva: Se buscaba una forma de
calcular éreas limitadas por curvas, lo cual era crucial para problemas
de fisicay geometria. Los métodos de sumas de areas de rectangulos

llevaron al desarrollo del célculo integral.

El problema del infinito y los limites: En el estudia.de fenémenios
fisicos y geométricos, surgid la necesidad de trabajar con procesos
infinitos. ;Qué sucede cuando reducimos un intervalo de tiempo o
una distancia hasta que es infinitamente pequefia? Este concepto

fue clave para definir la derivada y el céleulo diferencial;

La recta tangente . secanie

Antes de hablar de la recta tangente, es lmpor}:ante
entender qué es una recta secante. -

Una recta secante es una linea que corta a una curva en
dos puntos distintos. Enla figura, la recta que pasa por
el punto C y el punto B, dentro de una circunferencia curva en ese punto.

es uha secante.

4

Progresién 2

EXPLICAR

Una recta tangente es una linea que toca una curva
en un solo punto sin atravesarla, la recta que pasa por
D, es una tangente. En otras palabras, es la linea que
representa la pendiente (direccién instanténea) de la

— Curva suave
i X Pu ntos de tangenqa

S TER

gente

EeY

-2
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Desde el punto de vista del calcule diferencial, la recta tangente es fundamental porque su pendiente mide la
tasa de cambio instantanea, lo que permite analizar cémo una cantidad varfa con respecto a otra. Imagina que
tienes un objeto amarrado a una cuerda y lo haces girar en circulos. Mientras lo sostienes, el objeto sigue una
trayectoria circular. Sin embargo, si en un momento sueltas la cuerda, el objeto no seguird moviéndose en circulo,
sino que se desplazara en linea recta. Esta trayectoria sigue exactamente la direccion de la recta tangente en el
punto donde se solté.

Este fendmeno se debe a la inercia: el objeto conserva la velocidad que tenia en el instante en que fue liberado,
y esa direccidn es precisamente la de la recta tangente a la trayectoria circular.

Visualizacién en una grdfica

Si representamos graficamente una curva como la pardbola f{x ) = x ? y trazamos varias rectas secantes,
observamos que conforme la distancia entre los puntos donde se corta con la curva disminuye, la secante se
acerca cada vez més a la tangente en un punto. Este proceso de aproximacion desde ambos lades de x nos
muestra que la tangente es el limite de las secantes cuando la distancia entre los puntos se reduce a cero, o a

algo infinitamente pequefio.

= Curva f{)=x*  / Curva flg=x* | , 4 —— Curva f(x)=x
al+ ===- Secante 7 ==-- Secante ! ==== Secante i
3 i
3
2 i
5|
2 =]
1 f
 Un solo
0 *  punto
0l bt 0 ’:' i !
-/ 7
! : Wi : L
Sy [ 4
i L) -1 | i ’ i
2 1 0 2 2 2 A 0 1 2

A medida que el punto Q se acerca al punto P, la recta secante cambia su inclinacién y se aproxima
cada vez mas a la recta tangente. En el limite mas préximo, cuando Q coincide con P, |a secante se
convierte en la tangente, una recta que toca la curva en un solo punto sin atravesarla.




Determinar la pendiente de una recta tangente

Para una recta, la pendiente (m) se obtiene dividiendo el cambio en y entre el cambio en x, con la férmula:

v, —y; Cambioeny
m = == -
X, —x; Cambioenx

En otras palabras, una recta tiene una pendiente constante, y se necesitan dos coordenadas de la misma recta
para determinar la pendiente (m) con la férmula antes descrita.

Pero cuando tenemos una curva, la pendiente no es constante. Para aproximar la pendiente en un punto, tomamos
dos puntos muy cercanos en la curva, una recta secante, donde los puntos sean tan cercanos que practicamente
tengamos una tangente, tomamos las coordenadas P, (x+ f,y), y P, (x, y), donde el valor de /1 debe de ser casi
cero, para que ambas coordenadas estén muy cercanas y no afecte la pendiente.

La pendiente también se puede representar usando las cocrdenadas antes descritas como:

Cfet ) =) flx+ )= f)
 {x+h)—-x h

Ejemplo: Determinar la recta -ﬁé_qg'ente a la funcién f{x)=x2, en el
punto x.= 1.

Paso 1: £{x) Evéfuﬁi‘ﬁés la funcionen x = 1.
f() = (1)?
fa)y=1
La:::é:urva{pasa por la coordenada A (1,1).
Paso 2: f(x + k) Ahora evaluamos la funcién, en un
£{x+ h), recuerda que £ debe de ser casi cero, empecemos por

probar 1= 0.1.
f(1+40.1) = (1+0.1)*

f(1+01)=(11)2

F(1+0.1) =121

Lx&ﬂ?ﬁqﬂ[i 1D ?"c )

———

nestidad en el Conocimiento Cientifico

tlo diferencial nacié de la bisqueda de respuestas precisas sobre el
movimiento y el cambio. Asi como los matematicos han sido honestos en la
construccion del conocimiento, la verdad y la transparencia son esenciales en
nuestra vida diaria. La honestidad fortalece la confianza, fomenta el aprendizaje
y permite que la ciencia y la sociedad avancen con certeza. [Constiuyamos juntos
un mundo basado en la verdad y el conocimiento!
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Paso 3: Calculamos la pendiente de la recta en estos 2 puntos cercanos.

_flx+h)—f(x)
T (x+h)—x

__dA-1
m=d+ron-1_°

Si probamos valores mas pequefos de £, como A= 0.001 en otras palabras, si /1 tiende a cero. Y.repetimos los
pasos antes descritos tenemos que:

m = 2.001
La pendiente tiende al valor de 2, ese valor es el limite, cuando el valor de A tiende a cero.

Pasc 4: Determinar la ecuacién de la recta tangente con pendiente igual a 2, para ello partimos de la forma de
la ecuacién de la recta punto y pendiente, usando la coordenadas A (1,1).

- =nix—-Xx
y=n ( 1) Pardbolay su Recta Tangente en (1, 1)

y—1=2(x—-1)

y=2x—-1 —_— )= xz
'__" Recta tangente; y = 2x- {
6 x Punto de tangencia.('l:' 1) AT S—— .

Observa la grafica de la funcién, en color azul, y la recta,
en color rojo, que representa la tangente

-'2 A 1 2 3

En medicina, se usan ecuaciones
diferenciales para analizar c6mo
varia la frecuencia cardiaca de un
paciente en cada instante. Esto
permite a los médicos prevenir
riesgos cardiacos y mejorar.




Trazo de rectas tangentes

C. Observa la circunferencia en la imagen y ubica los puntos marcados en
rojo. Estos representan los puntos de tangencia.

Usa una regla para trazar una recta
tangente en cada punto rojo. Recuerda
que la recta tangente solo debe tocar la
circunferencia en un punto y no cruzarla.

Verifica que cada recta tangente es
perpendicular al radio que une el centro
de la circunferencia con el punto de
tangencia.

~ Unidad 1
Progresion 2

(5.0, 0.0)

G(-4,-3) yH (2,6)

E. Explica con tus palabras la diferencia entre una recta secante y una recta tangente.

6

4f H5ah
2 . |-

(5.0,00) | e Cijrc‘u.nfere"nc.la !
0 | | % Puntosde tangencia
.2 LY i
S
| | :
a3 -4 -2 0 2 4

(
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F. Determina en tu cuaderno la pendiente de la recta tangente a la funciéon mostrada en los siguientss

puntos. o
fx)=x*—4x+3 En el puntox =2 m =0

En el punto x =-1 m = —2

Enelpuntox =4 m = 0

Enelpuntox =1 m = 8/9

4917

En el puntox =0 m =

G. La imagen muestra, la gréfica de la funcién =
f(x) =x*-3x+ 1: en color azul, ¥ algunos (L] D —— W
puntos de tangenciaen x=-2,-1,0,1y 2. i
Determina la pendiente de la tangente en AN SR
cada punto de tangencia. |
(mientras mas altc es el valor, valor de cero, ~ Gl
valores negativos, valor infinito). q
.5]-
-10
3 2 1 0 1 2 3
X

H. Dada la funcion, determinar la recta tangente en el punto mencionado.

flx)=x*—3x+4 En el punto x = 2 y=x
En el punto x =-1 y=8x+4
En el punto x =4 y=%x+1
En el punto x =1 y=-5
En el puntox=0 y=%x+1




~ Unidad 1
Progresién 2

Velocidad instantanea

|. Realiza los calculos en tu cuaderno y coloca aqui las respuestas.

Imagina que la altura de una pelota lanzada al aire sigue la funcién mostrada, donde f(t) esla altura en metros
y tes el tiempo en segundos:

h(t) = —5t% + 20t + 10

1. Encuentra la pendiente de la recta tangente Encuentra la pendiente de la recta tangente en
en t=2 5 para determinar su velocidad en ese  r=1 s para determinar suvelocidad en ese instante.
instante.
Parat=2s Parat=1s
-

2. Encuentra las ecuaciones de las rectas tangentes.

Parat=2s Parat=1s

Traza !as rectas h() =-5€ + 206+ 10
obtenidas sobre X Puntos de tangendia
|a gra’ﬁca. 40 ssinriig Chne S SN Y, ... o e Ejemp|° de tangente

@ ad

g

=1 i

== .

0]
-1 0 1 2 3 4 5
Tiempo ()

3. ;Como se interpreta fisicamente ese valor de la pendiente en el movimiento de la pelota?
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4. :Qué significa que la pendiente sea negativa en términos de la velocidad de la pelota?

5. ¢En qué intervalo de tiempo la pendiente es negativa? ;Qué le esta ocurriendo a la pelota en sse
intervalo?

Si un objeto tiene pendiente positiva, ;esta aumentando o disminuyendo su altura?

r 1@

~J

. Sila pendiente es negativa, ;qué ocurre con la direccion del movimiento?

de forma independiente
bié para siempre la ciencia ||
y la Lecnologla A '3 b
aportes han permitido avances en fisica, economia, blologla b
y muchasﬁmagﬁmas T ?

Este es 61&11‘3*& "10 de que el conocimiento no tiene

las matemdticas son un 1engu,a]e umversal

luido en los avances Cientificos.

4 PARTICIPACION EN 1.A TRANSFORMACION DE 1.A SOCIEDAD

El conocimiento se constiuye colectivamente y es producto de multiples visiones y
enfoques, sin importar el origen o contexto.




S

Unidad 1 o o &

Progresion 2

- EVALUAR

1. ;Qué es una recta tangente?

a) Una linea que corta una curva en dos puntos distintos. b) Una linea que toca una curva en un solo
punto sin atravesarla.
©) Una linea que nunca toca la curva. d) Una linea que siempre es horizental.

2. ;Cémo se llama la linea que corta a una curva en dos puntos?

a) Recta paralela b) Recta perpendicular ©) Recta tangente d) Recta secante

3. ;Qué representa la pendiente de |a recta tangente en un punto de una curva?
a) La inclinacién de la curva en ese punte b) El valer méxime de la funcidn

o) La distancia entre dos puntos de la curva d) El area bajo la curva

4. Si una recta tangente a una funcién tiene pendiente negativa en un punto, ;qué indica esto sobre el
comportamiento de la curva en ese punto? '

a) La curva esta aumentando. b) La curva esta en su punto mas alto.

©) La curva esta disminuyendo. d) No se puede determinar.

5. Setiene la funcion £(x) = x?- 5x + 4, jcuél es la ecuacion de la recta tangente en x = -17

ay=23-7x b)y=x-4 Qy=x+4 d) y=x-4

6. Si f(x)=x"- 2+ x, ;cudl es la pendiente de la tangente en x =17

am=2 b)m=1 om=10 dym=-1

< 7. En el contexto de una rampa, si la pendiente de la recta tangente es 0, ;qué indica esto?
a) La rampa estd completamente horizontal en ese punte.  b) La rampa es muy inclinada.

) La rampa esta bajando. d) No se puede determinar.

8. En términos del calculo diferencial, ;qué mide la pendiente de la recta tangente en un punto?
a) La tasa de cambio instantanea de la funcién en ese punto. b) La distancia total recorrida por la funcién.

o) El area baje la curva. d) El tiempo que tarda en cambiar la funcién.

Sl
S

)



Progresion de
aprendizagje

Aplicacion de funciones reales y
sus operaciones basicas

Equipaje de mano

Revisa situaciones y fenomenos donde el cambio es parte central en su SALIDA
estudio, con la finalidad de modelarlos aplicando algunos conocimientos AN
basicos de funciones reales de variable real y las operaciones basicas

entre ellas.

A. El cambio es una constante en la naturaleza y en nuestra vida
cotidiana. Para iniciar, reflexiona sobre las siguientes situaciones.

ENGANCHAR

1. ¢Alguna vez has notado como cambia la sombra de un arbol a lo largo del dia? ;Como podriamos
describir ese cambio con nimeros y graficos?

2. Si un astronauta saltara en la Luna y en la Tierra, su salto alcanzaria alturas diferentes.
:Como podriamos comparar esos movimientos utilizando funciones matematicas?

3. Imagina que tienes una cuenta de ahorros con intereses. ;Como cambia tu dinero con el tiempo si
lo dejas sin tocar durante varios afios? ;Podrias modelar el cambio con matematicas?

4. En una pelicula de ciencia ficcion, los personajes viajan a la velocidad de la luz. ;Cémo podriamos
modelar la relacion entre la velocidad y el tiempo en estos viajes?




 Unidad 1 o o &
Progresién 3 k.4 k- J

Exploracion del conjunto de Mandelbrot:

Funcionss y realidades infinitas: las funciones mateméticas no solo sirven para
modelar fenémenos fisicos y econdmicos, sino que también pueden generar
estructuras sorprendentes y visualmente complejas. Un ejemplo es el conjunto
de Mandelbrot, una figura fractal que se crea a partir de funciones iterativas y
que muestra cémo pequehos cambios en los valores iniciales pueden producir
resultados drésticamente diferentes.

Este tipo de estructuras tiene aplicaciones en multiples disciplinas, desde la fisica
hasta el disefic de paisajes en videojuegos y efectos visuales en peliculas.

BE. Escanea el codigo OR y explora
diferentes regiones del conjunto de
Mandelbrot.

*  Observa como al hacer zoom aparecen patrones similares a
escalas cada vez mas pequefas. '

¢ Reflexiona sobre la idea de infinito y autoreplicacion en esta
estructura. ;Qué nos dice esto sobre el concepto de infinito y
autoreplicacién en matematicas?

El cambio es una de las nociones mas relevantes en las matematicas aplicadas y en otras disciplinas. Muchos
fenémenos, desde el crecimiento de una poblacién hasta las variaciones en |la temperatura, pueden describirse
o estudiarse a partir de cdmo varia una determinada magnitud al modificar alguna variable, como el tiempo, la
distancia o la concentracion.

La modelacién matematica consiste en traducir una situacién o fenémeno real a una funcién matematica que
permita describir, analizar y predecir comportamientos en diferentes ambitos, por ejemplo:

g g s . i
*  Fenomenos fisicos: velocidad y aceleracion en la
cinematica (distancia en funcion del tiempo).

¢  Fenomenos biclegicos: crecimiento de poblaciones,
propagacion de enfermedades.

*  Fenomenos economicos: fluctuaciones de precios,
tasas de interés, costos de produccidn.

¢ Fenomencs sociales: dindmica de redes sociales,
evolucion de tendencias.
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A continuacién, se describen los tipos mas comunes de funciones que se emplean en el estudio del cambio.
Funciones lineales: Una funcién lineal se puede expresar como:
fx)=mx+5b

Donde m es la pendiente (o razén de cambio constante) y b es la ordenada al origen (el valor de |a funcién
cuando x =0).

Principales caracteristicas: Tienen crecimiento o decrecimiento constante (la pendiente m indica la tasa de
cambio), su grafica es una recta en el plano cartesiano.

Usos en la modelacion: Costos de produccién, movimientos con velocidad constante (distancia vs. tiempo), tasa
de consumo de un recurso (por ejemplo, litros de agua por dia).

Ejermnplo 1: Traza la gréfica de la funcién lineal £f(x) =2x + 3
Solucién: La funcién dada es una funcién lineal, ya que no contiene exponentes en la variable x. Para trazar su

grafica, utilizamos la tabulacién de valores, es decir, calculamos puntos especificos sustituyendo valores en la
ecuacion.

Valor de x Valor de £(x)
-4 f(x)=2x+3 1251~
f(—4) =2(-4)+3 100
f(-4)=-8+3 R 5[]
f(_4) = —§ I 501
Se obtiene la coordenada: (-4,-5) L T 25
# fx)=2x+3 : 00
f@y=.2(1)+3 P
fAXRS 8 3 -50
f(4)=11 W WG el
-4 -2 2 4
Se obtiene la coordenada: (4,11)

J'

Como se trata de una funcion lineal, con pendiente constante, con 2 coordenadas es suficiente para trazarla.
Funeiones polinemiales (cuadraticas, clbicas, etc.) Una funcién polinomial es aquella cuya expresién algebraica

se compone de una suma de potencias de x con coeficientes reales.
De manera general, puede escribirse como:

[(x) = apx™ + a1 x™ 1+ -+ ayx + ay
Donde a_ es el coefidente que multiplica a la variable x *, ademas a, # 0 y nes un entero.
En particular, una funcién cuadratica (polinomio de grado 2) se expresa como:

f(x)=ax®+bx+c



Principales caracteristicas (caso cuadratico): Su grafica es una parabola, el término cuadratico (ax ?) determina la

curvatura.

Usos en la modelacién: Trayectorias de proyectiles en fisica (movimiento parabdlico), optimizacion de areas,

vollmenes o costos, modelos de crecimiento ¢ decaimiento.

Ejemplo 1: Traza la gréfica de la funcién cuadratica f(x) = x*- 4x +

Solucién: La funcién dada es una funcién cuadrética, ya que contiene exponente cuadratico, en-la variable x .
Para trazar su grafica, utilizamos la tabulacién de valores, es decir, calculamos puntos especificos sustituyendo

valores en la ecuacion.

~ Unidad 1
Progresién 3

Valor de x | Valor de £(x) Valor de x | Valor de £(x)
-2 fx) = x* —4x+3 1 Fx)N R x” — A58
f(=2) = (-2)* —4(=2)+3 £l = dd 3
f(=2)=4+8+3 = 1T—41+3
f(=2)= 15 fy=o0
Se obtiene la coordenada: (-2, 15) Se obtiene la coordenada: (1, 0)
-1 flx) = x* —4x+3 2 flx) = x*—4x+3
1) = (—1)F —=4(—1)=+3 72 =@2¥-42)+3
f(-1)=1+4+3 f2)=4-8+3
f-1=38 f(2)= -1
Se obtiene la coordenada: (-1, 8) Se obtiene la coordenada: (2,-1)
0 f(x) = x? - 3 flx) = x*—4x+3
F0) = (02 —4(0) +3 F3) = 32 -43)+3
f(0)=0-0+3 f(3)=9-12+3
f(0)=3 f3)=0
Se obtiene |la coordenada: (0, 3) Se obtiene la coordenada: (3,0)
15] & . | () =x7-4x+3
e |1 SEPRE J
"l /.
0
—
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Funciones exponenciales: Una funcién exponencial se representa como

flx)y=a b
donde a y b son constantes.
Principales caracteristicas: Muy sensibles a los pequefios cambios en x, pues la salida puede variar de
forma drastica.
Usos en la modelacién: Crecimiento poblacional (en un ambiente con recursos suficientes, sin restricciones),
desintegracién radiactiva en fisica y quimica (la cantidad de sustancia radicactiva decrece exponencialmente),
procesos de enfriamiento o calentamiento (modelo de Newton del enfriamiento) interés compuesto en
finanzas (el capital se incrementa exponencialmente).

r R
Funciones logaritmicas Las funciones logaritmicas son las inversaside las funciones exponenciales y
tienen la forma:

f(x)=log, (x)
Principales caracteristicas: Crecen de forma muy lenta a medida que xaumenta, tiles para describir fenémenos
donde el crecimiento de la variable dependiente se ralentiza conforme x crece.
Usos en la modelacién: Escalas logarftmicas (). escala Richter parasismos, decibeliosen sonido, pH en quimica),
transformacién de datos en estadistica, cuando los valores cubren varios érdenes de magnitud, modelos de
aprendizaje donde al inicio se aprende mucho y luego el ritmo decrece.

N J

f(x)=2¢ 8

A a la izquierda, funcién exponencial, f{x ) =2% a la derecha funcién logaritmica, f{x ) = In (x)




Unidad 1 o o @

Progresion 3

Operaciones bdsicas entre funciones

Para operar funciones se utilizan las operaciones basicas (suma, resta, multiplicacion, divisién) o composicién
(aplicar una funcién a los valores que arroja oftra).

~N

*  Suma de funciones
(F+9@ = f(x)+9@)
Ejemplo:
Supongamos que f(x) =2x+ 1y g(x) = x?—3

Entonces, (f + g)(x) = (2x+ 1)+ (32 —=3) =x% +2x = 2
S

® Resta de funcicnes
f—g)(x) = f(x)—gx)

Ejemplo:
Con las mismas fy g anteriores

(f—g)x) =@2x+1)— (x*-3) =22 +1—x*+3 =2 +2x +4

J

e  Multiplicacion de fupciéhies

(f-9)(x) = flx)glx)
Ejemplo:
Nuevamente con f (x) = 2x+ 1y g(x) = x* -3

(f- @) =Cx+ 1) x> —-3)=2x-224+1-x2—6x—-3=2x"+x%> —6x —3
( .

\

® Division de funciones

(o -5

Ejemplo:
Siguiendo con f(x) = 2x + lyg(x) =x*-3

=

43
kel
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PARTICIPACION EN 1.A TRANSFORMACION DE 1.A SOCIEDAD

El estudio de funcionesy
modelacién matemdtica ayuda
a los alumnos a interpretar

fenémenos cotidianos, como el

mejorando su comprensi¢
las matematicas y fome
resolucién de problema
de decisiones informad

Composicion de funciones

La composicién de funciones es un proceso mediante el cual la salida de una funcién se emplea como entrada
de otra. Se denota como (f o g)(x) y se define de la siguiente manera:

Fog)) = flgx))

Ejemplo 1:Si f(x) =2x+ 3y g(x) € \

Entonces: (f o g)(x) = f(g(x)) =/

—2(x) +3=2x%+3

Ejemplo 2:5i f(x) = 2x* +4x + 5y g(x) = x+1

Entonces: (f o g)(x) = f(g(x)) = flx+ 1) =2(x+ D>+ 4(x+ 1) +5

(fog)x) =2(x*+2x+ 1) +4(x+1)+5
(fog)x)=2x>+4x+2+4x+4+5

(f o g)(x) = 2x> + 8x + 11




C. Utiliza la tabulacion de valores para obtener la grafica de las siguientes
funciones. Completa las siguientes tablas de valores para las funciones
y selecciona a cual de las gréficas de |a siguiente pagina corresponde:

ELABORAR

1. f(x)=3x-2 (A qué gréafica corresponde?
x 4 -1 0 1 3 5
fx) )
2. f(x) =x* —4x+ 2 ;A qué gréfica corresponde?
x -3 -1 0 1 | K Dt 5
ftx) -
3. flay=2F (A qué gréfica corresponde? ’ ;
x -3 -1 0 | 1 3 5

)

4. f(x) = log,(x +1) ¢A qué gréfica corresponde?

x 3 48 €. YN 1 3 5
f(x)

IE ! Y ! | |
r ! ! ! | ! ! | ! | | |
R S e =11 T I i 5 | |
: i i | | | i
§E - == | B - Ee e 10 Y-
! ! | | |
i i i i g
0 I I I I
i i i i
| | | | | b=
B -%—- ~4- - .,. _,
| | | | | 4=
! I I ! !
| | "
| | | | 2
l | | I l
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D. Resuelve las siguientes operaciones con funciones en tu cuaderno y anota el resultado simplificado.

Suma de funciones: Respuestas;

Sif(x)=2x+3vg(x) =x%—1 encuentra (f +g)(x)

Sif(x) =4x—2y g(x) = 52% + 3% encuentra (f +)(%).

Sif(x) =x% —2xy g(x) =3x+5 encuentra (f + g)(x)

Sif(x) =e*y g(x) = x? — 2 encuentra (f +9)(x)
Sif(x) =vxygx)=x+1 encuentra (f + g)(x)
A2 U WS

Resta de funciones: b Respuestas:

Si f(x) = 2x% — 4y g(x) = x — 3.encuentra (f — g)(x)

Sif(x)=x%+xyglx) =2x% =1 encuentra (f — g)(x)

Sif(x) =3x =5y gx) =x*+2 encuentra (f — g)(x)
Sif(x) =4%y g(x) = 2x — 3 encuentra (f — g)(x)
Si f(x) = logs(x) y g(x) = x* — 4 encuentra (f — g)(x)

Mdftiplicacion de funciones: Respuestas:

Si (&) =% +2y g(x) = x* — 1 encuentra (f - 9)(x)

Si flx) =x3 —xy g(x) =2x + 1 encuentra (f - g)(x)

Si f(x) =sin sinx vy g(x) =cos cos x encuentra (f - g)(x)
Sif(x) =x—4vyg(x) =e” encuentra (f - g)(x)
Sif(x) =x?v g(x) = vx+1 encuentra (f - g)(x)




Unidad 1 o e afh
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Divisién de funciones: Respuestas:

Sif(x) = x> + 1y g(x) = x — 1 Encuentra (i) (x)

Si f(x) = 2x% — 5y g(x) = x* + 1 Encuentra (ﬁ) (x)

Sif(x)=Inlnx yg(x)=x+ 2Encuentra (ﬁ) (x)

Si f(x) = e* y g(x) = x* — 1 Encuentra (g) (x)

Si f(x) = x* + 2x% y g(x) = x? + 1 Encuentra (ﬁ) (x)

Composicién de funciones:
Sif(x)=x%+1yg(x) = 2x — 3 encuentra (f ¢ g)(X) ¥
(g°Nx)
Sif(x)=3x—4yg(x) =x* encuentra (fe g)(x)
Sif(x) =+vx+2yg{x)=x%—1 encuentra {f o.g)(x)
Sif(x) =ininx yg(x)=e” encuentra (f o g)(x)y

(g° ) ‘
Sif(x)=x*+1yglx)= % encuentra (fo g)(x)

R‘e-spue_sta_s::

escala de Richter es logaritmica, lo que
ica que un aumento de un punto
1€ nta un terremoto 10 VECes mas
intenso ¥y 32 veces mas energia. Un sismo
que libera 1000 veces mas energia puede
diferir solo 2 unidades en la escala. Esto
permite representar diversas intensidades
con NMeIons pequenos.
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META

EVALUAR ] (CIERRE]

E. Resuelve en tu cuaderno los ejercicios de aplicacion con funciones
y anota las respuestas correspondientes.

1. Una ciudad tenia inicialmente 50 000 habitantes y su poblacién crece segln la funcién: p( r)
Donde tes el nimero de afios desde el inicio del estudio, determina: i e
A) ;Cudl sera la poblacién después de 5 anos?
B) ;Cuanto tiempo tardara la poblacién en alcanzar los 60 000 habitantes?
O ¢ La funcién que modela el crecimiento es lineal o exponencial?

a)

el 5%. Si una persona deposita
r A (£)=10000(1.05) ‘determina:

2. Un banco ofrece una cuenta de ahorros con un int
$10,000, la cantidad de dinero en la cuenta desp

A) ;Cuénto dinero habré en la cuenta después d
B) ¢ Cuanto tiempo tomara para que el di
O) ;Qué tipo de funcién describe este




Unidad 1 ofe i &
Progresién 3 = ey gy y,

F. Lee las siguientes preguntas y selecciona la respuesta correcta.

1. Sila altura de un objeto en caida libre sigue la ecuacidn A(t)=-4.9¢7+ 100, ;qué tipo de funcién es?

a) Lineal b) Exponencial o) Cuadratica d) Logaritmica

2. Si una bacteria se reproduce duplicando su poblacién cada 3 horas, ;qué tipo de funcién la‘modela?

a) Lineal b) Exponencial ¢) Cuadrética d) Logatitmica
3. ;Cual de las siguientes afirmaciones es falsa sobre una funcién cuadratica de la forma f(x) =ax?+ bx + 2

a) Su grafica siempre es una parabola. b) Puede tener 0, 1 o 2 intersecciones con el gje x.

© Su pendiente es constante. d) Puede tener un maxime o un minimo dependiendo
del signo de a.

4. Un taxi cobra una tarifa base de $35 mas $8 por cada kilémetro recorrido, ;Cual es |a ecuacién que modela el
costo total £( x) en funcidon de los kilémetros x recorridos?

3 C(x)=8+35 b)C(x)=35x+8 O C(x) =35+ 8~ o) C(x)=8x-35

5. Un café caliente a 85°C se deja enfriar en-una habitacién a 20°C. La temperatura del café sigue la ley de
enfriamiento de Newton: T (t) =20+ 65e *%* ;Cual sera |la temperatura del café después de 10 minutos?

a) T(10)= 5228 b) T( 10) = 2553°C o T(10)= 1237°C d) T(10)= 64.97°C

. . : . A 5 o 5
6. Sila magnitud de un terremeoto se mide con la ecuacion M = log,, (A—) cqué tipo de funcién
se estd utilizando? #

a) Exponencdial. b) Lineal. o) Cuadratica. d) Logaritmica.

7.5 f{(x)=x4+ 1y g{x) =x? jcudl es el resultado de (fo g)( x)?
axi+1 b) x2-1 o 2x+ 1 dx*+x

8:Sif(x)=4x =2y gix) = §+ 1, ;cudl es el resultado de ( fo g)( x)?
a) 12(2+1) -2 b) 2x + 2 Jx+4 d #+ 3

9.8if(x)=x7-2yg(x)=x+ 4, ;cudleselresultado de (g- H{x)?

a)-x*+x+ 6 b)x?-2x+ 4 Qxi+ 2x-4 dxi-2x-4
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