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Introduccion

TEMAS SELECTOS DE
MATEMATICAS 2

El objetivo de la Educaciéon Media Superior es formar personas capaces
de tomar decisiones para conducir su vida con bienestar y satisfaccion;
individuos capaces de erigirse como agentes de cambio, que fomenten
una cultura de paz y de respeto, cuyo sentido de pertenencia social los
impulse a participar de manera responsable y decidida en las mejoras
o solucion de situaciones o problematicas de su entorno. Asi mismo, se
busca que desarrollen la capacidad de aprender a o largo de su vida.

Temas selectos de matematicas Il concibe al recurso sociocognitivo
de pensamiento matematico de manera amplia, ya que abarca los
procedimientos de algoritmos, la interpretacion de sus resultados
y los procesos intuitivos y formales como la observacidn, el acto
de conjeturar y la argumentacién. Ademas, incluye la solucién de
problemas, la modelacion de la realidad y la comunicacién en contextos
matematicos. Las progresiones de aprendizaje tienen una orientacion
hacia la formacion humana, asi como la propedéutica para el ingreso a
Educacién Superior y/o para la insercion al munde laboral.

En este libro se abordan contenidos tradicionales de geometria analitica
desde una optica novedosa; puesto que el estudiantado contara
con experiencias de aprendizaje distintas a las tradicionales. Se han
tomado en cuenta aspectos variacionales que aborden los conceptos,
las propiedades y las relaciones clasicas de los objetos de estudio de
la geometria analitica desde una perspectiva dinamica, a través de la
consideracién de los puntos de encuentro entre esta la geometria, la
mecanica clasica, la astronomia y otras ciencias que abrevan de ella.

A lo largo de las progresiones de aprendizaje, se busca robustecer y
profundizar lo que se trabajé en trigonometria en los primeros tres
semestres, mediante progresiones de aprendizaje que apuntalan el
estudio de propiedades e identidades trigonométricas en el contexto
de resolucion de problemas propios de la geometria analitica, por
ejemplo, al considerar el movimiento circular, el estudio de rotaciones
de conicas o el uso de coordenadas polares.




En resumen, Temas selectos de matematicas Il explora la
transversalidad de un curso tradicional de Geometria Analitica
a través de espacios de reflexion e indagacién acerca de algunas
interrogantes que han cautivado a la humanidad, a la par que
robustece y consolida el pensamiento matematico dque el
estudiantado ha estado desarrollando desde los primeros semestres.
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8 Principios de la Nueva Escuela Mexicana

Fomentar el reconocimiento,
respeto y aprecio por la diversidad
cultural y lingliistica que existe en
nuestro pais.
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Metas de aprendizaje

Aprendizajes de trayectoria — Perfil de ingreso y egreso




Serie EXplora

iBienvenidos a bordo a nuestra
experiencia de aprendizaje!

Enestaemocionante travesia, hemos
disenadounasecuenciadidacticaque
equipara el proceso de ensefianza-
aprendizaje con un viaje inolvidable.
Aligualque encualquier paseo, nuestro
recorride educativo consta de tres
momentos fundamentales:

La fase de inicio "ABORDAJE"”
La fase de desarrollo °

La fase de cierre “ATERRIZAJE”

MOMENTO

[ mnm

PASAPORTE
APRENDIZAJE

(INICIO)

Es la seccidn en la que nos alistamos para comenzar
nuestro viaje educativo. |dentificamos la progresion
y comprendemos sus componentes.

FL Equipaje de mano

i ¢ Metas
s Categorias
* Subcategorias

Las 5E representan cinco fases clave en el proceso
de aprendizaje.

Enganchar

Activa tus conocimientos con las preguntas
detonadoras, imagenes, videos o lecturas que
tu libro te ofrece, te brindaran la oportunidad
de comprender de una manera dnica los
temas y actividades que vas a realizar.

8 Principios de la Nueva Escuela Mexicana




PASAPORTE DEL APRENDIZAJE

Aqui nos profundizamos en el corazon de la ensefianza y
el aprendizaje. Estafase es el nicleo de nuestro recorrido
educativo, donde exploramos conceptos, practicamos
habilidades y nos sumergimos en el conocimiento.

Explorar

Mediante diversas actividades,
cuestionamientos, experimentos, observaciones
e investigaciones, tendras la oportunidad de
participar activamente en las situaciones que
estén disenadas para tu aprendizaje.

Progresion

Es el momento de finalizar nuestro paseo educativo
y asegurarnos de que todos los aprendizajes se
consoliden. Aqui reflexionamossobre lo aprendido,
evaluamos nuestro progreso y nos preparamos para
futuras aventuras educativas.

Evaluar

El momento de poner aprueba tus
conocimientos ha llegado, involicrate
activamente en el proceso de evaluacién,
apoyandote de |os instrumentos que se

encuentran al final de cada progresion y

Explicar demuestra lo aprendido.

Presta atencidn a las bases tedricas que te
serdn proporcionadas, asi podras identificar
con mayor facilidad |a informacién relevante y
los conceptos clave de los contenidos de las
progresiones.

5E) Elaborar

Aplica tus conocimientos y habilidades
adquiridas elaborando diversos instrumentos |
y actividades, los cuales te permitiran

profundizar y comprender mejor los temas que

se abordaran.
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ECUACIONES

PARAMETRICAS

v
Progresion 1 Objetos en Movimiento

Intuye la trayectoria de objetos que se mueven en dos dimensiones y lag describe heuristicamente a través
del uso de sistemas coordenados cartesianos. De ser posible empleando software como Trackery GeoGebra

que le permita rastrear el movimiento de dichos objetos.

Progresion 2 Describiendo Trayectorias

Describe algebraicamente algunas trayectorias, lugares geométricos o regiones en el plano empleando
ecuaciones e inecuaciones con dos incégnitas o relaciones de distancia y dngulo entre puntos y rectas del
plano cartesiano

Progresion 3 Curvas Planas

Deduce propiedades geométricas (simetria; extension, etc.)de curvas planas, a partir de sus expresiones
algebraicas, considerando que polinomios de dos variables con coeficientes reales tienen un conjunto
solucién que puede graficarse en el plano cartesiano.

Progresion 4 Recta en el Origen

Emplea métodos gréficos para entender el comportamiento de dos variables que estén en relacién de
proporcionalidad directa para deducir la ecuacion de la recta que pasa por el origen y posteriormente
trabajar el caso general de una recta en el plano.

Categorias Subcategorias

C1M1. Ejecuta célculos algoritmos para resolver problemas C1. Procedural. S$1. Elementos
matematicos, de las.ciencias y de su entorno. (P2) (P2, P3) aritméticoalgebraicos (P3)

C1M2. Analiza |os resultados obtenidos al aplicar procedimientos

algoritmicos propios del pensamiento matematico en la C2. Procesos de S2. Elementos geométricos (P2,
resolucién de- problemaéticas tedricas y de su contexto. intuicion y P3)
(P3)

razonamiento.

C2M1. Observa y obtiene informacién de una situaciéon o (P1, P3) s1. Cap.addad para observar y
o fenémeno para establecer estrategias o formas de conjeturar (P1, P3)
£ visualizacion que ayuden a entenderlo(P3) C3. Solucidn de
S2. Pensamiento intuitive (P3
E C2M2. Desarrolla la percepcién y la intuicién para generar pro(l;)kl.‘mf’:l:s y (P
k] conjeturas ante situaciones que requieran explicacién o modelacion. o
I interpretacion. (P1) (P2, P4) $2. Construccion de modelos. (P2)
3
L €3M2. Construye un modelo matematico, identificando las . 53. Estrategias heuristicas
C4. Int 9 y
= variables de interés, con la finalidad de explicar una Sl o ejecucién de procedimientos
w situacién o fenémeno y/o resolver un problema tanto y lenguaje g P4
teérico como de su entorno. (P2) igtematico no rutinarios (P4)
C3M3. Aplica procedimientos, técnicas y lenguaje matemético (P3) 51. Registro escrito, simbdlico,
para la solucién de problemas propios del pensamiento algebraico e iconografico. (P3)

matematico, de &reas de conocimiento, recursos
sociocognitivos, recursos socioemocionales y de su . ..
entorno. (P4) $3. Ambiente matematico de
o . comunicacién (P3)

C4M1. Describe situaciones o fenémenos empleando
rigurosamente el lenguaje matematico y el lenguaje
natural. (P3)




Evaluaciéon diagnéstica

A. En parejas o pequeiios grupos, respondan el siguiente crucigrama. Algunos términos les resultaran

familiares otros, no.

& T —
1 1

10

Horizontales

3. Figura geométrica formada por tres rectasque se
cortan de dos-en dos y que formanentre si tres
angulos.

§. Lado de mayor tamafio enun tridangulorectangulo.

7 Figuras geométricas que tienen la mismaforma e
igual tamano.

8. Elemento que surge de la unién de dospuntos.
9. Lados de un tridangulo que forman un angulorecto.

10. Filésofo y matemético griego que

formuléprincipios que contribuyeron al desarrollo
delas matematicas, geometria y atritmética.

Verticales

1. Punto en el que concurren dos lados de unangulo.

2. Figura geométrica formada por dos lineasplanas
gue concurren en un punto.

4. Triangulo que tiene dos angulos agudos yuno
mayor a 90 °.

6. Figuras geométricas que tienen la mismaforma
pero diferente tamafio.




e Progresion de 11y Equipaje
p— - -~ de mano

WISE

CcM2
Categorias
c2
Subcategorias

s1

ABORDAJE

(INICIO)

A. Reunete con un compaiiero y discutan las
siguientes preguntas.

* Si no tuviéramos relojes ni calendarios, ;como
podriamos organizar nuestras actividades diarias? p
'''' AR - TR T T e e e
¢ ;Coémo crees que las personas en la antigliedad
median el tiempo sin la tecnologia actual?

D O PSS e

Vd
\______/

e R e
Medicion del tiempo, §¢cdmo sabemos que pasa?

Desde hace siglos dividimos el tiempo en dias. De hecho, la palabra dia, deriva de una raiz indoeuropea
que denota la accién de dividir o dualidad. Si bien la primera forma de dividir el dia fue en sus periodos de
luz (dia) y oscuridad (noche), de igual forma, al dfa lo dividimos en horas. Sin embargo, durante la mayor
parte de los siglos en que dividimos al dia en horas, las horas fueron més largas en verano y més cortas en
invierno. ;

Si dividimos un dia en 24 horas y asignamos 12 horas para la noche y 12 para el dia, las 12 horas del dia
marcan el tiempo transcurrido entre el amanecery el ocaso. En este entendido, dado que (dicho actualmente)
en verano pasa mas tiempo entre €l amanecer y el ocaso que en invierno, las horas en verano son mas largas
que en invierno. :

En la-antigledad ya habfa relojes de sol, de arena y de agua, pero no desempefaban el papel que tienen
actualmente los relojes en la organizacién de nuestra vida.

Hoy en dfa, podemos reconocer con facilidad y precisién el paso del tiempo gracias a los relojes, pero sin
ellos, ;cémo podrias reconocer o cuantificar que el tiempo pasa?

MOMENTO DE _
REFLEXION

« B. Mira el siguiente video y comenta con tus
compaiieros ;Qué tienen en comiin todos los
relojes que han existido desde la antigiiedad?




Unidad 1 - Progresién 1

Formen equipos de tres personas y con ayuda de un celular, capturen en video un objeto inanimado
en movimiento, procurando tener un marco de referencia para saber cuédnto y cémo se desplaza.
Puede ser un objeto lanzado en el aire, desplazandose sobre una superficie plana, o un objeto
girando sobre su eje (en este caso, marquen un punto sobre el perimetro del objeto para que

puedan seguir con detalle el movimiento del objeto). A

Describan cualitativamente el movimiento del objeto:

Elaboren una gréfica que represente el movimiento del objeto. llistrala en el cuadro.

VvV

v




Temas selectos de matematicas |

Ex{

A Como probablemente ya has llegado a deducir, un pardmetro para describir y
cuantificar el cambio en un objeto es el tiempo. Desde los relojes mas primitivos,
hasta los mas modernos, el cambio de posicién sea el Sol, el agua o la arena en un
recipiente, la combustion de la cera de una vela, o el girar de las manecillas de un
reloj, esta intrinsecamente relacionado con el transcurrir del tiempo.

Usamos el tiempo como parametro para describir el cambio o movimiento de
los objetos.

La trayectoria de un objeto es el camino que sigue en su movimiento a lo largo del tiempo. Dependiendo
de las dimensiones en las que ocurre el movimiento, podemos clasificarla como lineal, planar o espacial.

Trayectoria Lineal: movimiento en una sola dimension (linea recta).

Ocurre cuando un objeto se mueve en una sola dimensién, es decir, a lo
largo de una linea recta. Puede ser horizontal, vertical o inclinada, pero
siempre sin desviaciones. Ejemplo: Un objeto cayendo libremente bajo
la accién de la gravedad (movimiento rectilineo vertical).

y Fo_ SR
’. Trayectoria Planar: movimiento en dos dimensiones (trayectoria 'h ’
dentro de un plano). 3@‘0?’
3 a. o

Es el movimiento qué ocurre en dos dimensiones, es decir, en un plano
X, Y. La trayectoria puede ser rectilinea (si el movimiento es en linea
recta en el plano) o'curvilinea (si cambia de direccién dentro del plano).
Ejemplo: Un.objeto lanzado con un angulo (trayectoria parabdlica en un
plano).

Trayectoria Espacial: movimiento en tres dimensiones (trayectoria
en el espacio).

Es aquella que se desarrolla en tres dimensiones, es decir, en el espacio
X, Y, Z. En este caso, la trayectoria no se restringe a un solo plano,
también posee profundidad y puede tomar formas mas complejas.
Ejemplo: La trayectoria de un planeta alrededor del Sol, que sigue una
orbita eliptica a la vez que se desplaza en el espacio.




Unidad 1 - Progresién 1

Las ecuaciones que involucran una tercera variable (pardmetro) de la cual dependen las otras, se llaman
ecuaciones paramétricas. En un sistema de coordenadas bidimensional, las ecuaciones paramétricas
son Utiles para describir curvas que no son necesariamente funciones. Una ecuacién paramétrica permite
describir una trayectoria en funcién de un parametro. El pardmetro es una variable independiente de la que
dependen tanto x como y, y a medida que el pardmetro aumenta, los valores de xy ytrazan una trayectoria
a lo largo de una curva plana. Por ejemplo, si el pardmetro es t, entonces t podria representar el tiempo.
Entonces xy y se definen como funciones del tiempo, y (x( t),y( t)) puede describir la posicion enel.plano
de un objeto determinado mientras se mueve a lo largo de una trayectoria curva.

La trayectoria de un objeto que se mueve en dos dimensiones depende de las fuerzas que actlan sobre él
y de sus condiciones iniciales de movimiento. Podemos clasificar estas trayectorias en distintos tipos segln
su naturaleza:

1. Movimiento rectilineo

Si un objeto se mueve con velocidad constante y sin aceleracién (o-con aceleracién constante en la misma
direccién de la velocidad), su trayectoria serad una linea recta. Esto ocurre, por ejemplo, en un movimiento
sin friccidon o cuando un proyectil se mueve en el espacio sin la influencia de la gravedad.

Podemos construir una tabla de valores xy y, usando t como pardmetro. A partir de esta tabla, podriamos
crear tres posibles gréficas: A) una grafica de xvs. tque mostraria la posicion horizontal a lo largo del tiempo,
B) una grafica de y vs. t que mostraria |la posicién vertical a lo largo del tiempo, o C) una gréfica de yvs. x
mostrando la posicién del objeto en el plano.

- -

N BN
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SE]

h—"

Escaneen el QR y vean el siguiente video.
Reproduzcan el ejercicio a partir de
los videos obtenidos en la actividad C.
Comenten sus resultados en clase.

I-q

; - p—
 ELRE
| Rl |
| e |
RlrEeay

Dibuja las graficas obtenidas para:

xXVvs. 1t

ot PEOPPOEOPRPRE O P

2. Movimiento parabélico

VVS.L
cecrodBER SEIFeOoPOOCOE

Pararealizarlaactividad seréd necesario descargar
el programa Tracker. Es un software gratuito
de analisis de video. Puedes descargarlo en el
siguiente enlace:

Cuando un objeto es lanzado con una velocidad inicial en direccion oblicua bajo la influencia de la gravedad
(como en el tiro parabdlico), su trayectoria seré una parabola. Esto se debe a que en la direccién horizontal
el movimiento es uniforme, mientras que en la vertical hay una aceleracién constante hacia abajo debido a

la gravedad.

90
80
7

60
50
40
30
20
10

10

20 30 40



Unidad 1 - Progresién 1

3. Movimiento circular

Si un objeto experimenta una aceleracién perpendicular a su velocidad (como en el caso de un cuerpo atado
a una cuerda girando alrededor de un punto), la trayectoria seréd un circulo. Aqui, la aceleracion centripeta
mantiene al objeto en un camino curvo, redirigiendo su velocidad de manera constante.

A
X
f
A
v
& > X 1t
na VACR o

4. Movimiento eliptico
Cuando un objeto se mueve bajo la influencia de una fuerza central (como un planeta alrededor del Sol),
su trayectoria sigue una elipse. Evidencia de esto son las leyes de Kepler, los cuerpos en érbita siguen

trayectorias elipticas con el centro de fuerzaen uno de sus focos.

1 de enero

=1

2 de abril
t=92)

1 de julio
(t=182)

5. Movimiento cadtico o complejo

Si un objeto experimenta fuerzas variables en distintas direcciones (por ejemplo, una hoja arrastrada por
el viento o el movimiento de una particula en un fluido turbulento), su trayectoria puede ser irregular o
cadtica, sin una forma definida f4cilmente predecible.

En términos generales, |a trayectoria de un objeto en dos dimensiones puede determinarse analizando sus
componentes de movimiento independientes (horizontal y vertical), identificando las fuerzas que actlan
sobre él y observando cémo su posicién cambia en funcién del tiempo.
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Actividad de aprendizaje

D. Sigue las instrucciones en los ejercicios.

1.

2. Describe cualitati : miento de la
pelota y su posicior omento dado. v




Unidad 1 - Progresién 1

2. Dibuja la gréfica x vs ¢ para un punto P sobre perimetro de rueda en movimiento uniforme:

ceecec0c000OCOOe

4. Dibuja la graficax vs ¢ y y vs t para el movimiento
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5. Dibuja la gréafica x vs ¢ y y vs x para una pelota soltada desde la parte alta de una rampa.

N.X NN N.N NN NN N N N.N_N.

hee®ececececcceo

o
4- participacion en la : 5 | |
o A

Transformacion en la sociedad.

El estudio del movimiento no solo nos

a entender como se desplazan los objetc

también como evolucionamos conn

como una trayectoria cambia segun

que actian sobre un cuerpo, nues aceiones
mfluyen en nuestro entorno. Trabajar juntos,
compartir conociniientes y aplicar la ciencia
HOS permiitesiransformar ia comunidad,

jFelicidades, has explorado el movimiento y sus trayectorias a través de los modelos matematicos.
Ahora, con estos conocimientos, puedes analizar y predecir fenomenos fisicos con mayor precisién!




Unidad 1 - Progresién 1

ATERRIZAJE

(CIERRE)

E. Con los conocimientos adquiridos en esta progresion, responde a cada pregunta.

Test de bases de ecuaciones paramétricas

Escala de Respuestas:

Si: Manejo los conceptos con naturalidad y los puedo aplicar en situa
Regular: Entiendo los conceptos, mas me cuesta aplicarlos para resolver p
No: No entiendo los conceptos. (1 puntos)

1. Sé describir cualitativamente los distintos tipos de trayectorias.

i Regular ) No
2. ;Entiendo el principio de pardmetro dentro de este tipo deleaua:ci@'rfﬁs’?

Si _ | Regular | No
3. ;Entiendo porqué el tiempo suele ser el paréimetjr?ﬁr paréx'tf'éyectorias planares?

Si ‘ \ VReguIar No

Puntuacion:

Suma tus respuest n de esta progresion.

ones paramétricas, optima.

nes paramétricas, moderada, pero puede mejorar.
ciones paramétricas, baja, considera tomar una asesorfa.

8-9 Comprension ¢
6-7 Comprensié

it i
T
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de mano
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Describiendo ciin, couz

Cc1,C3
Subcategorias

Trayectorias -

ABORDAJE

({INICIO)

Imagina que estas oyendo sin partide deitu equipo
> S favorito de futbol por la radie.

Ultimo minuto del partide... El marcador estd empatado,
Herrera recibe €l balon, 1o detiene, esta en el centro de la
cancha, todos sus compafieros estan cubiertos, jjjda dos
pasos hacia atras y tirall! El balon sale con una elevacion de
20°.. y ... jGOOOOL! {El balén entra por la porteria a 1! 70
metros de altural!t ;GOOOOL!

Probablemente has podido imaginar la escena y con
ello también el movimiento del balén.

. Después de oir esta transmision en la radio y sabiendo que la cancha mide 80 metros A
ipodrias responder a las siguientes preguntas?

1. ;Qué trayectoria describe el balén?
A v

2. Desde que Herrera tira, al instante en que el baldn entra a la porteria, ;cuanto tiempo ha transcurrido y
a qué velocidad sali6 el balén desde la patada de Herrera?
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3. ;Qué altura méxima alcanzé el balén?

_‘,._,)_.

P,

Asi como en el partido que acabamos de “ofr”, vamos a dar dos pasos atrés
para recordar un par de conceptos y apuntalar algunas precisiones para nuestra
trayectoria de aqui en adelante.

Existen dos problemas fundamentales en la Geometria Analitica:

1. Dada una ecuacién hallar el lugar geométrico que representa.

2. Dado un lugargeomeétrico definido por determinadas condiciones, hallar su ecuacion matematica.

5

imtento parabolico, como el que sigue un
n de fiithol al ser pateado, es un ejemplo claro de
como las matemdticas y la fisica estcan presentes en
nuestra vida cotidiana. Cuando un objeto es lanzado
con un angulo determinado, su travectoria forma una
pardbola debido a la influencia de la gravedad.
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Anteriormente vimos que el conjunto solucién de una ecuacién es el conjunto de nimeros que satisfacen
la igualdad establecida por una ecuacién, dependiendo del nimero de variables involucradas. Por otro
lado, un lugar geométrico es un conjunto de puntos del plano (o del espacio) que cumplen una propiedad
geométrica determinada, la cual en muchos casos puede expresarse mediante una ecuacién matemética.

La solucién de un problema de lugares geométricos es la ecuacién de todos los puntos que cumplen dicha
condicién. La condicién puede estar dada en términos de una relacién algebraica entre las coordenadas de
los puntos. En este caso el lugar geométrico corresponde al conjunto de soluciones de una ecuacién o de
una desigualdad.

Las lineas rectas son los conjuntos solucién de las ecuaciones lineales Ax+ By = C. También tenemos que
los conjuntos de soluciones de ecuaciones de segundo grado en el plano son usualmente curvas, aunque

también pueden ser puntos sueltos, o el vacio.

Por ejemplo, el lugar geométrico formado por la condicién y* = x es:
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El lugar geométrico se forma a partir de todos los puntos que integran el conjunto solucién de una ecuacién,
es decir, su gréafica representa la unién de una infinidad de puntos. Sin embargo, en la préctica se toma como
referencia las parejas ordenadas que se obtienen de la tabulacién y se unen.

Los conjuntos de soluciones de ecuaciones en el plano resultan usualmente en rectas y/o curvas, aunque
también‘pueden ser puntos sueltos, o el vacio. Veamos el ejemplo de la ecuacién de un circulo:

El conjunto de soluciones de la ecuacién x?+ y% =1 es un circulo.
El conjunto de soluciones de la ecuacién x* + y* =0 es un punto.
El conjunto de soluciones de la ecuacion x? + y? =-1 es el vacio.

También podemos pensar en las curvas como las trayectorias de puntos que se mueven continuamente.
Visto de este modo, la parametrizacion de una curva es una férmula que da los puntos de la curva en funcién
de un pardmetro.

Las ecuaciones paramétricas resultan Utiles para describir el movimiento a lo largo de una curva. Supongamos
que una curva esta definida por las ecuaciones paramétricas x= f( t), y=g(t), con a< t< b. A medida
que tvaria dentro del intervalo desde t= a hacia t= b, los valores sucesivos de tdan lugar a un movimiento
dirigido a lo largo de la curva, es decir, siguen la curva en cierta direccién mediante la sucesion de puntos
( x, y) correspondientes.
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La primera trayectoria que analizaremos es la del movimiento parabélico, el cual ocurre cuando un objeto
se lanza con una velocidad inicial que forma un angulo a con la horizontal. Este movimiento puede
descomponerse en dos componentes: un movimiento rectilineo uniforme en el eje horizontal y un
movimiento rectilineo uniformemente acelerado en el eje vertical, debido a la gravedad. La trayectoria
resultante es una parabola. Este modelo representa un caso ideal en el que el objeto se mueve baje la
influencia de un campo gravitatorio uniforme y sin la resistencia del aire.

Cuando un objeto se mueve en un campo gravitatorio central, como lo es la Tierra, sigue una trayectoria
eliptica. Sin embargo, en la superficie terrestre, su movimiento es similar al parabélico, lo que permite usar la
ecuacién de este Ultimo para simplificar calculos. Aunque en realidad el objeto intenta seguir.una elipse con
el centro de la Tierra como foco, su trayectoria se interrumpe al chocar con el suelo. Dado que |a diferencia
entre la porcién de la elipse y una parabola es minima, el movimiento parabdlico es una aproximaciéon
practica para analizar |a trayectoria de los objetos con relacién a una superficie horizontal.

Actividad: Vean el siguiente video y comenten sus dudas en clase.
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Las ecuaciones del m.r.u. para el eje x: X = Xy + vy %t

vy = Vgy t @y *t

Las ecuaciones del m.r.u.a. para el eje y: y
Y=Yyt vyt + ¥exa, xt

La velocidad del objeto forma un dngulo « con la horizontal, esta velocidad se puede analizar en sus
componentes xy y las cuales se determinan recurriendo a las relaciones trigonométricas mas habituales:

Segln las razones trigonométricas

=2 — .
V =V-Cosa ' = vosin o
e ¥
v
fan o = —
V

X

o

Segun el teorema de Pitagoras

y= e v~
RS ¥

Descomposicion del Vector Velocidad

Cualquier vector, incluida la velocidad puede descomponerse en 2 vectores que tienen la direccién de los
ejes cartesianos ?X)e v Los médulos de ambos vectores pueden calcularse a partir del dngulo que crea el
vector conla horizontal mediante las expresiones que aparecen en la figura.

Podemos precisar que:

Cuando la componente y.de la velocidad ( vy ) sea 0, quiere decir que estaremos en el punto mas alto de
la parébola y, = /1.

Cuando el objeto esta sujeto a un movimiento rectilineo uniformemente acelerado hacia abajo a causa de
la accidn gravitacional, tenemos que a = -g

Podemos determinar las magnitudes del movimiento parabdlico de la siguiente manera:

Posicion (i)

Horizontal: x=v «t= v, *cos(a)*t

Vertical: y=H+v «t-Yrg«t? =H+v «sinf(a)«t-Yoxgst?
Velocidad (m1/s)

Horizontal: v, =v,_=v, *cos(a)

Vertical: vV, =V, - gxt=V,xsin(a) - g=t

Aceleracion (im/s%)
Horizontal: a =0

Vertical: a=-g




Unidad 1 - Progresién 2

La ecuacién de posicion de un objeto nos sirve para saber en qué punto se encuentra en cada instante de
tiempo. En el caso de un objeto que se desplaza en dos dimensiones, viene descrita por:

r(t)=x(t)«=i+y(t)=j

Donde r( t) es la posicién en funcién del tiempo, x( t) y ¥ ( t) son las coordenadas en funcién del t|empo
e iy json los vectores unitarios en las direcciones de los ejes 0Xy OY. ~

o
N

Si sustituimos las expresiones de la posicién en el eje horizontal ( m.ru. )y en el eje vertical ( m.rua. ).
en la ecuacion de posicion genérica, podemos llegar a la expresién de la ecuacion de posi n para el
movimiento parabdlico. ) - L 4

r=(vyxcos(@)«t)xi + (H+t vyxt-Yaxgxt?)«j

Finalmente, podemos eliminar el parametro t de la ecuacién, para obtener la ecuacién de la

1° Fomentar la identidad de México.

Fomentar la identidad nacional no sélo implica conocer nuestras historia y cultura sino también valorar las
contribuciones cientificas y tecnolégicas de México. La educacion y la ciencia son pilares del desarrollo del
pais, aprender matemdticas nos permite entender mejor el imunde gue nos rodea.

C. Vean el mgme]ﬁtﬁ V|deo y r&pllquen el ejercicio en clase con
otros valqres.

Cuando nos enﬁ‘eri amos a un problema de movimiento parabdlico, también es de utilidad tener en cuenta
los .agu;an’ces datos:

Altura -méxima
Este valor se alcanza cuando la velocidad en el eje y, vy, vale 0. A partir de la ecuacién de velocidad en el

eje vertical, e imponiendo vy =0, obtenemos el tiempo t que tarda el cuerpo en llegar a dicha altura. A partir
de ese tiempo, se puede calcular la distancia al origen en el eje xy en el gje y.

vy =(vxsin(a)’ /2g

El valor méximo ocurre cuando el angulo de tiro es a = 90°
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Es la distancia maxima en horizontal desde el punto de inicio del movimiento al punto en el que el objeto
impacta el suelo. Se obtiene sustituyendo el tiempo de vuelo, en la ecuacidn de posicién de la componente
horizontal.
— 2 o1 2
x = v’ sin(a)?/g
Su valor méximo se obtiene para un dngulo a = 459, teniendo el mismo valor para o = 45 + a, que para

o =45 - a. Por ejemplo, tienen el mismo alcance los proyectiles disparados con angulos de tiro de 30° y 60°,
yaquesi n(2-30)=si n(2-60).

Se calculaigualando a 0 la componente vertical de la posicidn. Es decir, el tiempo de vuelo es aquel para el
cual la altura es 0 (se llega al suelo).

El angulo de la trayectoria en un determinado punto coincide con el @ngulo que el vector velocidad forma
con la horizontal en ese punto. Para su calculo obtenemos las componentes vy v, y gracias a la definicién
trigonométrica de tangente de un angulo, calculamos a:

tan(a) = =—=->sg=tan"

catetoopuesto vy i (vy)
catetoadyacente v,

Uy

\% . Sigue las instrucciones en los siguientes ejercicios:

Un jugador de lanzamiento de bala de 1.95 metros de altura consigue lanzar el peso a 25 metros de
distancia. Si |a trayectoria se inicia con una elevacién de .69 rad, calcula el tiempo de vuelo, velocidad
inicial y la altura maxima alcanzada.
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2. Calcula la altura méxima que alcanza un proyectil dispara ivel del sue una velocidad de 42

m/saun angulo de 37°.

3. Si un proyectil sale a nivel del pi = 200 m/sy una inclinacién de 3°:
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4. ¢Aqué altura debes situar un cafidn que lanza proyectiles en posicién horizontal a una velocidad inicial de
230 fm/h, si quieres que caigan a una distancia de 250 m de la posicién de lanzamiento? Considerando
la aceleracién de la gravedad en 9.8 m/sy que el caidn se sitla en el origen.

Responsabilidad cindadana y la importe; el con 1 ent la sociedad

Ser cindadano responsable significo uttl qar eheco iiento para mejorar nuestro entorno. La educacion
nos da herramientas para resoly H * desde el uso responsable de los recursos naturales
hasta el desarrollo de proyectos 1irarios. Aplhcar principios matemdticos y cientificos nos ayuda a
comprender fenomenos fisicos, coi rias en los deportes o el impacto de nuestras acciones en
el medio ambiente.
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(CIERRE)

E VQIO

E. Con los conocimientos adquiridos en esta progresion, responde a cada
pregunta.

Test de trigonometria

Escala de Respuestas:
Si: Manejo los conceptos con naturalidad y los puedo aplicar en situaciones reales. (3 p
Regular: Entiendo los conceptos, méas me cuesta aplicarlos para resolver problemas. (2 pu
No: No entiendo los conceptos. (1 puntos)
1. (5€ obtener las componentes del movimiento parabdlico (velocidad, dngulo, distancia ot'fempo)?
Si Regular _ No
2. ;Entiendo porqué la gravedad influye en un eje y no en el otro?

Si Regular : No

3. (Sé resolver problemas de movimiento parabdlico?

Si Regular No
Puntuacién: \
Suma tus respuestas y evalia la. progresion:

8-9 Comprensién de bases de'tr .
6-7 Comprensién de bases de traye ’ erada, pero puede mejorar.
3-5 Comprensién de base a, considera tomar una asesoria

P ———— e e

oy
y
T e

v‘ b v - - - —

5. Enequipos de 3 personas, comparen sus respuestas y discutan los temas que necesiten reforzar. Describe
brevemente las conclusiones o puntos importantes que te ayuden a entender mejor el tema.

[P ———
e e e

4
'
3

Si
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Deduccion de Curvas

Categorias

C1,C2,C4

I anas Subcategorias
) $1,52,51, 53

4 ABORDAJE

(INICIO)

La deduccién es la llave que abre las puertas del conocimiento.
Nos permite, a partir de principios simples, descubrir verdades
profundas y desentraiiar los misterios del universo. Es el
método que llevé a Newton a comprender la gravedad y a
Einstein a formular la relatividad.

Quien domina la deduccién no sélo resuelve problemas, sino
que también aprende a ver mas alla de lo evidente, a conectar
ideas dispersas, a construir nuevos caminos donde otros sélo
ven limites. Cada pregunta es un enigma, y cada respuesta, un
escalén hacia la comprension.

Con légica, paciencia y curiosidad, la deduccién nos convierte en exploradores de lo
desconocido. Porque pensar con claridad es la mayor forma de poder.

¢ Cuantos secretos mas podriamos revelar si aprendiéramos a cuestionar todo con la mente
abierta?
Actividad de aprendizaje
A. Capsula de Bienestar Emocional Afectivo: Mira el siguiente video y

comenta con tus compafieros ;Queé tanto confian en su intuicion? ;Qué
similitudes y diferencias hay entre la intuicién y la deduccién

La deduccién es un pilar fundamental del razonamiento matematico. A través de ella, partimos de principios
generales y axiomas para demostrar teoremas, resolver ecuaciones y construir estructuras l6gicas coherentes.

Cada vez que aplicamos una propiedad algebraica, seguimos un teorema o utilizamos reglas de inferencia,
estamos usando la deduccién. Por ejemplo, en la geometria, desde los postulados de Euclides deducimos
propiedades de figuras y relaciones angulares. La deduccién nos permite no solo resolver problemas, sino
también asegurarnos de que las soluciones sean correctas y universales.




Unidad 1 - Progresiéon 3

A partir del siguiente conjunto de ecuaciones paramétricas responde las siguientes preguntas.

¢ Qué lugar geométrico describe el conjunto de ecuaciones?

x=1-1¢t? y=t-2; 2=sts?2

¢Si tfueran segundos, que periodo abarca la ecuacién?

A partir de los datos obtenidos, grafica los puntos y Unelos

Realiza la tabulacién de la ecuacién:

R S S g —

o o o o o]

Capsitla de Responsabilidad Cindadana

La resolucion de problemas matemuticos fomenta el pensaniiento critico
¥ la foma de decisiones informadas, habilidades clave para contribuir al
desarrollo de la sociedad.
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Expiz.,
%

En el libro anterior de Temas Selectos de Matematicas |, empezamos el estudio de las curvas en el plano,
especificamente las secciones cénicas, y obtuvimos la grafica mediante una sola ecuacién con dos variables.
En esta ocasién estudiaremos situaciones en las que se emplean tres variables para representar una curva
en el plano.

Hemos visto que se puede expresar cualquier cénica mediante una ecuacién de segundo grado con dos
variables x e y. Sin embargo, existe otra manera de describir estas curvas utilizando una tercera variable y
haciendo que x e y dependan de ella. De este modo, para describir una cénica se utilizaran dos ecuaciones
que nos daran el valor de xy de y para cada valor de |a tercera variable, la cual llamamos pardmetro. Este
pardmetro existe en un intervalo determinado de valores.

Una curva plana (C), es aquella formada por todos los pares ordenados f{(t), g( t), donde £y gson funciones
continuas de el pardmetro ( t) en un intervalo /, entonces a las ecuaciones x=f(t) e

y=g(t), selesllama ecuaciones paramétricas, a las P -9 1 0 p L 1131 2
cuales nos podemos referir como ecuacion en xy < : -
ecuacion en y. x 2 | =i 0 112|3] 4

A la curva definida por el conjunto de puntos (x, y)
que se obtiene cuando tvaria sobre el intervalo / se
le llama la gréfica de las ecuaciones paramétricas. A7
Para ello, con frecuencia utilizamos la notacién:

e
—
{

x=f(t), y=g(t); a<t<bh

A la cual, si le asignamos valores, nos permite
obtener la siguiente tabla y coordenadas: I=+1

x=12t, p=17-1 lst<? \\_w/t=—

netro

Cuando trabajamos con sistemas de ecuaciones paramétricas, a veces, puede resultar complicado identificar
el tipo decurva que representan. Una forma de resolver este problema es eliminar el parametro, lo que
permite ‘reescribir la ecuacién en su forma rectangular y asi obtener una descripcién mas conocida que
permita reconocer mas facilmente la naturaleza de la curva.

Si de la ecuacion en x despejamos t, obtenemos t = ¥2x. Sustituyendo esta expresién en la ecuacién en y
nos da:

Sustituvirenla
otra ecuacion

/ Pespejar ¢ de Sustituvirenla
¥ una delas otra ecuacion
ecvaciones

Ecvaciones
paramétricas

t=Yox y=(xy-1 y=%x-1

34
A
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En la forma de ecuacién rectangular, podemos reconocer que en este caso se trata de una parabola.

Sin embargo, cuando hablamos de trayectorias, esta ecuacién no proporciona toda la informacién necesaria.
Si bien establece el lugar geométrico dénde se encuentra el objeto, no nos indica el instante cuando el
objeto se encuentra en un punto dado (x, y). Para determinar esta posicién, se introduce una tercera variable
t, la cual puede ser el tiempo. Expresando x e y como funciones de t, tenemos una descripcién mas precisa
de la trayectoria.

También puede ocurrir que cuando cambiamos de un conjunto de ecuaciones paramétricas a<su forma
rectangular, el rango determinado para x e y se altere. En estos casos, es necesario ajustar el dominio de
la ecuacién rectangular para asegurarse de que su grafica coincida con la curva definida porlas ecuaciones
paramétricas.

Lo anterior nos lleva de vuelta la primera de las problematicas fundamentales dela geometria analitica
“hallar el lugar geométrico que representa una ecuacion” para lo cual podemos emplear un método
de anélisis denominado "discusion de la curva". Este analisis permite identificar propiedades clave de la
ecuacion antes de representarla en el plano cartesiano.

El método méas comuln para trazar una grafica consiste
en generar una tabla de valores asignando distintos ) A
nuimeros a las variables y luego conectar los 3)( y z
puntos obtenidos con una linea continua. Sin X
embargo, este procedimiento no siempre es
vélido, ya que algunas curvas pueden presentar
discontinuidades, puntos de retorno o
cambios bruscos de direccién. Ademas, si la
ecuacidon estd parametrizada, pueden existir
puntos donde la velocidad se anula, lo que
afecta la interpretacion geométrica de la curva.

Por esta razén, antes de graficar, es fundamental -
analizar aspectos como el dominio, la continuidad X \ /

y la orientacién de la curva-para garantizar una 5 2 . \l
A

representacién precisa. -Para evitar errores en el
trazado, es necesario realizar una investigacién previa
de la ecuacién, lo que permite identificar las siguientes
caracteristicas:

oy
secclon ¢
Nos permite obtener los puntos de interseccién del lugar geométrico con los ejes coordenados.

Para hallarla interseccion con el eje xse hace y=0en la ecuacién daday se despeja la variable. Andlogamente,
para hallar la interseccién con el eje yse hace x= 0y se despeja y.

Algunas ecuaciones pueden tener uno, varios o ningln punto de interseccién con los ejes coordenados.

#
Actividad: En el siguiente video puedes ver un ejemplo de como se
hace la discusién de una curva respecto a la intersecciéon con los ejes.
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Podemos decir que un lugar geométrico tiene simetria cuando a un punto P cualquiera, le corresponde otro
punto P, con valores iguales, pero de signo contrario. Existen tres casos posibles:

Simetria al eje x: Ocurre cuando por cada valor de x se obtienen dos valores iguales, pero de signos
contrarios de y. Si una ecuacién no se altera en su representacién grafica o lugar geométrico al sustituir
y por —y, se dice que es simétrica respecto al eje x. Por ejemplo, una parabola de tipo x= 3*

Simetria al eje y: Ocurre cuando por cada valor de y se obtienen dos valores iguales, pero de signos
contrarios de x. Si una ecuacién no se altera en su representacién grafica o lugar geométrico al sustituir
x por —x, se dice que es simétrica respecto al eje y. Por ejemplo, una paradbola de tipo y=x*

Simetria central: Una curva tiene simetria central cuando para cualquier punto que pertenezca al primer
cuadrante equidista otro punto que esté en el tercer cuadrante o, si para cualquier punto que se ubique
en el segundo cuadrante, equidista otro punto que se localice en el cuarto cuadrante. Por lo tanto, si
una ecuacién no se altera en su representacion grafica o lugar geométrico al sustituir x por —xy y por —y
simultdneamente, es simétrica respecto al origen. Por ejemplo, una circunferencia x* + y*=1

- S —— . .
En el siguiente video puedes ver una explicacion de simetria en plano [ i - .
cartesiano. l = ;(

4,.\\ E {F

La extensién de una curva nos permite conocer el comportamiento de la curva en términos de su dominio,
crecimiento y los valores que toma en el plano cartesiano. Nos indica hasta dénde se extiende la curva y
cémo se comporta en distintos rangos del pardmetro (si es una ecuacién paramétrica) o de las variables
involucradas. La extensién nos permite conocer aspectos clave sobre una curva:

Determina qué valores de la variable independiente (o del pardmetro en ecuaciones paramétricas)
generan puntos validos.en la curva.
En funciones explicitas y= f( x), el dominio es el conjunto de valores de x para los cuales la funcién esta

definida.
»* En ecuaciones paramétricas x= f( t), y= g ( t), el dominio viene dado por el intervalo de valores de t.

Por ejemplo: Para la funcién y =vx, el dominio es x> 0, ya que no podemos tomar raices de nimeros
negatives en los reales.

1sion

Analiza hasta dénde se extiende la curva en los ejes xe y.
Se estudian limites y asintotas, si existen.
Se identifican posibles puntos de acumulacién o valores maximos y minimos en los ejes.

Por ejemplo: Para la hipérbola y=1/x, al hacer x— oo, vemos que y— 0, lo que indica una asintota horizontal.
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Examina el comportamiento de la curva para valores grandes o pequefios de la variable (por ejemplo,
qué sucede cuando x— o 0 x— —00.
Se analizan si la curva tiende a la asintota o si la curva se cierra sobre si misma.

Por ejemplo: La elipse x?/4 + y*/9 = 1 tiene extensidn limitada, ya que se restringea —2< x<2y—-3<y<3.

Si la curva es periddica, su extensién se puede repetir indefinidamente.
Si tiene discontinuidades, se debe determinar cémo se interrumpe su extensién

Por ejemplo: La circunferencia x = cos t, y = sin t es una curva cerrada, ya que para t € [0,2n] la trayectoria
se completa.

Una asintota es la recta a la que una curva se acerca indefinidamente sin llegar a tocarla. Representa el
comportamiento de la curva en los extremos o en puntos especificos donde la funcién no esta definida. Es
una consecuencia de la extensién.

Las asintotas pueden ser horizontales, verticales u
oblicuas.

Una asintota vertical ocurre cuando la funcién
tiende a infinito en ciertos valores de x:

Una asintota horizontal ocurre cuando a medida
que x crece indefinidamente, la funcién tiende
a un nimero finito.

Una asintota oblicua ocurre cuando el limite de
la funcién tiende a una linea recta de la forma
y=mx+b.

En el caso de las funciones racionales, las asintotas verticales se deducen de la expresién despejada para
yy de los valores de x que no estan en el dominio de la funcién, es decir, los que anulan el denominador.

Por ejemplo, la curva y= 1/(x3)(x-5) y tiene dos asintotas verticales: unaen x=3ylaotraenx=5.

En el caso de las funciones racionales, las asintotas horizontales se deducen de la expresién despejada para
x y de los valores de y que anulan el denominador.

E. Actividad: Vean el siguiente video y reproduzcan el ejercicio en la calculadora gréfica de
Geogebra y experimentando con diversos valores, para ver cémo cambian las asintotas.
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Una vez conocida la extensién de dominio de la ecuacién, podemos sustituir el valor de alguna de las
variables con valores que nos sean Utiles para el célculo de coordenadas y asi poder obtener los puntos que
trasladaremos a la gréfica.

Una vez obtenidos los pares de coordenadas (x, y) podemos trasladarlos al plano cartesiano y unirlos con
una linea continua, delimitando asi el lugar geométrico de la ecuacion.

Por ejemplo, para la ecuacién xy - 3y - 5x = 0, una vez llegados a la tabulacién, podemos obtener la
siguiente tabla:

x| 3 |2 4ol 1 2 3 4 5 5 7 | 8 | 9 | 10
yl2s| 2125 0o |-25]-10 2 20 |125| 10 | €88 s s | 7.14
7 definido !

La cual da lugar a la gréfica:
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4 N
¢ Sabias que la deduccion matemdtica es clave

para entender el mundo? Desde el vuelo de log
aviones hasta la trayectoria de los planetas, las
ecudciones paramétricas nos permiten modelar
movimientos y predecir su comportamiento con
precision.
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Actividad de aprendizaje
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Simetria: respecto al eje x

Extensién
Asintotas:
Tabulacién
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=0

2. y?+8x-8y-24

enelejey

Intersecciones: en el eje x

respecto al eje y

Simetria: respecto al eje x

Extensién:
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G. Con los conocimientos adquiridos en esta progresion, responde a cada

ATERRIZAJE Unidad 1 - Progresién 3

(CIERRE)

E VQIO

pregunta.

Test de bases de curvas planas

Escala de Respuestas:

Si: Manejo los conceptos con naturalidad y los puedo aplicar en situaciones
Regular: Entiendo los conceptos, mas me cuesta aplicarlos para resolver pro
No: No entiendo los conceptos. (1 puntos)

¢ Sé los pasos para realizar la discusion de una curva?

Si Regular No

. Sé identificar las propiedades geométricas de una curva plana a partir de su expre5|on algebraica y de
los datos obtenidos en la discusion de la curva?

Si Regular No

¢ Sé realizar |a tabulacién y trazado de la curvaen el plano cartesiano?

Si Regular No

Puntuacion:

5n de esta progresién:

lanas, éptima.

urvas planas, moderada, pero puede mejorar.
Irvas, baja, considera tomar una asesoria.

Suma tus respuestas y
8-9 |
6-7
3-5

Comprensié

En equipos de 3 personas, comparen sus respuestas y discutan los temas que necesiten reforzar. Describe
brevemente las conclusiones o puntos importantes que te ayuden a entender mejor el tema.
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ol de mano
aprendizaje

Metas

Componentes de una

c3
Subcategorias

Recta SR °

w%@

¢Sabias que calcular tus consumos de gasolina puede
ayudarte a planear mejor tus préximas vacaciones?

Cuando se viaja en carretera un vehiculo
consume combustible a una tasa constante,
es decir la cantidad de combustible
consumida (C) es directamente proporcional

a la distancia recorrida (d) por el consumo de
litros por kildmetro especifico del vehiculo (k):

C=kd
Si la distancia recorrida se duplica, el consumo de combustible también se duplica.

Si el vehiculo no se mueve (d= 0), no consume combustible (€= 0), lo que significa que la grafica pasa por
el origen.

La eficiencia del vehiculo esta representada por la pendiente ( k). Un valor alto de ksignifica que el vehiculo
consume més combustible por cada kilometro recorrido y viceversa.

A. Lee los siguientes ejemplos y contesta las preguntas.

1. Si un automévil consume 0.08 litros por kilémetro, ; cuél seria la ecuacién?

B. Actividad. Fomentar la identidad con México: ;Ya sabes a déonde ir en tus préoximas vacaciones?
Ademas del consumo de gasolina, puedes calcular los costos de las casetas en la siguiente pagina
de la Secretaria de Comunicaciones y Transportes. Calcula tus proximas vacaciones y comenta con
tus compaiieros.

https://app.sct.geb.mx/sibuac_internet/ControllerUl?action=cmdEscogeRuta
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& EDUCACION '
PARA LA SALUD (4]

(" N

(Sabias que tomar vacaciones puede mejorar tu salud tanto como una buena alimentacion o el efercicio?

Las vacaciones no solo son una oportunidad para descansar, sino que también tienen nuiltiples beneficios
para la salud. Reducen el estrés al alejarte de las preocupaciones diarias, permitiendo que tu mernte y cuerpo
se relafen. Simplemente cambiar de rutina estimula la creatividad, fortalece las relaciones interpersonales,
reduce el riesgo de padecer enfermedades cardiovasculares, mejora el bienestar emocional y la calidad del
sueflo. Tomarse un respiro no es un lujo, sino una inversion en salud y felicidad. ; Conocias estos beneficios
de las vacaciones?

Para calcular el consumo de gasolina en un vehiculo, es comun utilizar la relacién entre |a distancia recorrida
y la eficiencia del vehiculo para calcular |a cantidad de combustible requerido. Esta relacion en una gréafica
resulta en una recta con la pendiente dada por la eficiencia del vehiculo.

: Ao
Asi como el desplazamiento del vehiculo sigue un ‘ ‘
patrén definido por su consumo de combustible, !

en geometria analitica, el vector direccién define la 5 %

direccién en la que se extiende una recta a partir de A

un punto dado. | . .
A

| =10 5 [s] 5 10

La siguiente grafica representa la _posicién de un >

punto A (7,2) y un vector direccién v (3.5;1). A partir

de la informacién anterior, responde las siguientes s

preguntas.

Resuelve las siguientes ecuacicnes.

Determina las ecuaciones paramétricas de la recta y describe el proceso para llegar a éstas.
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Las gréficas son herramientas visuales fundamentales que permiten representar y analizar la relacién entre
distintas variables de manera clara y comprensible. Se utilizan en diversas disciplinas como la fisica, |a
economia, la estadistica y la ingenieria para visualizar datos, identificar patrones y facilitar la interpretacion
de fenémenos.

Las gréficas de rectas que pasan por el origen, son especialmente Utiles para analizar cuando dos variables
tienen una relacién de proporcionalidad directa, es decir, cuando una de ellas €s un multiplo constante de
la otra. Matematicamente, esta relacidén se expresa como:

y=mx

Cuando la recta pasa por el origen esto indica que si la variable independiente ( x) es cero, entonces la
variable dependiente ( y) también lo sera. Es decir, si no hay un valor de entrada, tampoco habra un valor
de salida.

Un ejemplo de esto pasa para describir un Movimiento Rectilineo Uniforme (MRU), en el cual un objeto se
mueve a velocidad constante en una direccién fija; donde la distancia recorrida es proporcional al tiempo
transcurrido, ya que la velocidad es constante.
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1 1
| 1
! 1
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: | i
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I ! ! 1
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! I 1 '
H 1 1 1
0 i | | -

l o 2 4 6 8 t()

Podemos interpretar de la gréfica: la posicién del objeto se encuentra en el origen en el primer instante; se
desplaza a velocidad constante; no hay aceleracién en el movimiento; a mayor pendiente, mayor rapidez.

armina

En geometria euclidiana, una recta se define como una sucesién continua de puntos que se extiende
infinitamente en una Unica direccién. Para determinar una recta, es necesario conocer al menos la posicién
de uno de sus puntos y la direccién en la que se extiende. Alternativamente, también se puede conocer una
recta mediante la ubicacién de dos puntos distintos que pertenezcan a ella.
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La ecuacidn cartesiana de una recta se puede representar de la forma:
y=mx+b

x : es la variable independiente \

y:eslavariable dependiente |

m : es la constante de proporcionalidad, es decir, nos
indica la pendiente o inclinacién de la recta.

b : es el punto de interseccién con el eje y '

Analiticamente, cualquier recta puede determinarse mediante un punto P que pertenece a ella y una
direccién, la cual puede expresarse mediante un vector director distinto a cero.

Por lo tanto, si conocemos un punto A (a1, a2) de la recta r y sabemos que tiene un vector director
v= (v, v,) podemos escribir su ecuacién como:

xy)=(a,a,)+A(v,v,) AeR
6 (xy)=(a,tAv, a,+dAv) AeR

Si separamos sus componentes cartesianas, obtenemos el conjunto de ecuaciones paramétricas de la recta:
_ _— .

Y &

x=a thi-v, ~ r
y=a,+i-v, ‘g A

<l

><V

x ey son los valores respectivos de cualquier punto (P) de la recta r.
a, y a, son las componentes x e y de un punto (A) conccido de la recta r-
v,y ¥, son las componentes x e y de un vector director v = ( v,, v,) cuya direccién sea la de la recta.

A es el parametro (puede ser A, t, etc.), es un valor real (un escalar) que determina cada coordenada P(x,y)
dependiendo el valor que se le asigne.
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Un vector director es un segmento de recta que
define la direccién de una recta en el espacio
euclidiano. Su principal funcién es proporcionar
una referencia para describir la orientacién de la
recta sin importar su posicion especifica, entre sus
caracteristicas podemos destacar que:

El vector director siempre es paralelo a la recta .

Un vector director no tiene un punto fijo de inicio;
solo sefiala en qué direccién se extiende la recta.
Lo podemos definir como la direccién hasta un
punto desde el origen o bien como la relacién de
proporcionalidad entre dos puntos.

Cualquier multiplo del vector director también
es un vector director de la misma recta, ya que
conserva la misma direccién.

s )
/_', / ¥ 053
. a

Sus componentes cartesianas v, y v, nos permiten
calcular el médulo y direccién del vector a partir
el angulo @ formado entre el vector y el semigje x
positivo (o por el &ngulo B formado entre el vector y
el semieje y negativo).

De esta forma, si usamos el teorema de Pitagoras,
podemos deducir que:

— _— 2 2
V—>—V—\/VX +Vy

También podemos emplear las definiciones del
seno y del coseno para calcular las componentes
cartesianas.

v.= v-cos(a) = v-sin(B)
v, = v sin(a) = v- cos(B)

O bien, sicontamos con dos puntos paralelos o sobre
a la recta, podemos definir un vector v— con origen
enel punto A=(A_,A )y extremo en el punto B =
x’ Ty X
(B, B )y calcular sus componentes cartesianas v, y v
XL p X Y
de la siguiente forma:

VX:BX_AX
v=B-A4
¥

"

¥
a,
3 ;
2 a,
1
ax
/W
1 2 3 . x
@os,puntos

Si en vez de conocer un punto Ay un vector director
v de una recta conocemos al menos dos puntos
dentro de la recta sean esos puntos Ay B, también
podremos calcular su ecuacién paramétrica. Para
ello, basta con utilizar ambos puntos para calcular
un vector director ya que por definicién el vector es
paralelo a la recta.

De esta forma, un posible vector director para una
recta en la que conocemos al menos dos puntos A
y B podria ser v= (b, -a, b, -a ). Porlo tanto, las
ecuaciones paramétricas de cualauier recta, a partir
de dos puntos se pueden obtener por medio de la
expresion:

Datos

A (-4.00,5.00) B(7.00,2.00)
Ecuaciones paramétricas
x=-400+A(11.00)
y=500+A(-3.00),AeR

x=a+ A(b-a)

¥=4 + l(by—ay)

10




Si retomamos la ecuacidn de la recta en su forma:

(xy)=C(a,a)+Mv,v)
Podemos escribirla también en la forma:

R(t)=P+AV

R(t)=P+AV

Donde R (t) es cualquier punto de la recta en funcién
de un pardmetro, la cual pasa por un punto conocido
P. tiene la direccién del vector V y donde A es un
escalar. Los puntos de |a recta estédn dados en funcién
del pardmetro A.

Por ejemplo: Una recta que pasa por el punte (2,3) y
tiene un vector director (4,-1)

Se representa coOmo:
R(t)=(23) + X (4-1) = (4A+2,-2+3)

1

Ina rec

Si pensamos en el pardmetro como el tiempo

(t), la parametrizacién R(t)=P+ t{Q-P) recorre la
recta que contiene a los puntos Py Q a velocidad
constante, pasando por Pen t=10y por Qen t=1.
Pero podemos recorrer la recta al revés, usando la
parametrizacion S( t) = @+ t( P- @) que pasa por
en t=0ypasapor Pent=1.

Unidad 1 - Progresién 4

Podemos también recorrerla més rapido o mas
despacio, pasando por Py @ en los momentos que
gueramos. Las diferentes parametrizaciones recorren
la recta a todas las velocidades y empezando en
todos sus puntos y en ambos sentidos.

Cuando empleamos parametrizaciones de una recta,
obtenemos las coordenadas de los puntos de en
términos del pardmetro. Si'queremos describir a los
puntos de la recta por medio de relaciones entre
sus coordenadas que no dependen del pardmetro,
podemos eliminar el pardmetro.

Cada recta del plano puede parametrizarse como
P(t) =(ab)+ t(cd) donde (a, b) es un punto de la
recta y (&d) es un vector en la direccién de la recta.
Las coordenadas del punto P(t) son
x=a+tc,y=b+ td

Si despejamos t en ambas ecuaciones e igualamos,
habremos eliminado el pardmetro y obtenemos una
ecuacién cartesiana de la recta en la forma:

dx-cy=ad- bc
Otra forma de eliminar el pardmetro, es despejarlo
para una de las variables y sustituirlo en la ecuacién

de la otra variable.

Por ejemplo: Una recta R(t) = (3,2) + t(2,-1) puede
definirse con las ecuaciones paramétricas:

x=2t+3
y=2-t

Si despejamos t en la ecuacién de y, nos queda:
t=2-y

Si sustituimos este valoren la ecuacién de x, tenemos
que: x=2(2-y) +3=4-2y+43

Por lo tanto, tenemos que la ecuacién cartesiana de
larectaes x+2y=7

o puesto en la forma de punto pendiente
y=-x/2+35
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En el estudio de las ecuaciones para la recta, hemos explorado diferentes formas de representar su
comportamiento matematico, mediante ecuaciones paramétricas y ecuaciones cartesianas, cada una con
sus propias caracteristicas y aplicaciones.

Las parametrizaciones permiten expresar los puntos de la recta de manera explicita, asignando un valor a
un pardmetro que genera directamente un punto en la recta. Esto resulta especialmente Util en contextos
donde se requiere describir trayectorias o movimientos, como en cinemética o graficos computacionales.

Por otro lado, las ecuaciones cartesianas representan la recta de forma implicita, estableciendo unarelacion
algebraica entre las coordenadas de sus puntos. Para determinar un punto especifico, €s necesario resolver
la ecuacién, lo que resulta Gtil en el analisis estructural de rectas y en la interseccion con otras figuras
gecmétricas.

La eleccidén entre una parametrizacidon o una ecuacién cartesiana depende del problema que se quiera
abordar. Mientras que las ecuaciones paramétricas facilitan la descripcién de movimientos y trayectorias,
las ecuaciones cartesianas ofrecen una forma mas estructurada de analizar la geometria de la recta en el
plano. Ambas representan herramientas fundamentales en la geometria analitica y su comprensién permite
abordar una gran variedad de problemas matematicos y fisicos:

Actividad: Mira el siguiente video para aprender como ingresar
ecuaciones paramétricas en Geogebra. Replica alguna de las ecuaciones
paramétricas de la recta que hemos visto hasta el momento.

Para realizar la actividad serd necesario utilizar la calculadora graﬂca de
Geogebra, disponible en | NN, G EOC)

as, es posible modelar
A fie objetos en movimiento y
realistas en videojuegos y

i

B S T
B
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Trabajo independiente

E. Sigue las instrucciones en los siguientes ejercicios:

o/‘

Yy |
=1

*

'R

1.

-ula analfticamente la distancia
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4. Una recta pasa por el punto A (-1, 3) y tiene un vector director (2, 5). Traza su gréfica y escribe sus
ecuaciones paramétricas y cartesianas

X L
| | | | | \'___ '__, |

EREEEN | e

e e e e e R e e e e G D A T e g —fo = {0

5. Encuentra un vector director a una |
sus ecuaciones paramétricas.

iente m=1/3 y que pasa por el punto A(1,1) y escribe
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F. Con los conocimientos adquiridos en esta progresion, responde a cada
pregunta.

Test de componentes de una recta

Escala de Respuestas:
Si: Manejo los conceptos con naturalidad y los puedo aplicar en situaciones r
Regular: Entiendo los conceptos, mas me cuesta aplicarlos para resolver pro

No: No entiendo los conceptos. (1 puntos)

Respuestas libres

1. Sé describir cualitativamente los distintos tipos de trayectorias.

Si Regular ’ No

2. ;Entiendo el principio de pardmetro dentro de este tipo de ecuaciones?

Si Regular No

3. ;Entiendo por qué el tiempo suele ser el parametro para trayectorias planares?

Si ‘ Regular No

Puntuacion:

5n de esta progresién:

ecta, éptima.

de una recta, moderada, pero puede mejorar.

e una recta, baja, considera tomar una asesoria.

Suma tus respuestas y
8-9 Comprension de
6-7 Comprension d
3-5 Comprensiéon d

oo o T T T T T T =

En equipos de 3 personas, comparen sus respuestas y discutan los temas que necesiten reforzar. Describe
brevemente las conclusiones o puntos importantes que te ayuden a entender mejor el tema.

g T e ~
Ps :

Respuestas libres

___--_------__--~
S

L4
s
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